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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР: 110 с., 32 рис., 80 джерел.
РОЗБАВЛЕНI ФЕРОРIДИНИ, ОДНОДОМЕННI НАНОЧАСТИН-

КИ, ГРАДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ, РIВНЯННЯ БАЛАНСУ, ТРАНС-
ЛЯЦIЙНА ТА ОБЕРТАЛЬНА ДИНАМIКА, ПОГЛИНАННЯ ЕНЕРГIЇ.

Предмет дослiдження – умови iснування спрямованого транспорту за-
значених об’єктiв та залежнiсть швидкостi їх дрейфу i потужностi втрат
енергiї вiд величини чисел Рейнольдса, характеристик зовнiшнього магнi-
тного поля, ступеню спiнової поляризацiї струму, дипольної взаємодiї, вели-
чини поля магнiтної анiзотропiї, дефектної структури плiвки, температури
та iнших параметрiв.

Об’єкт дослiдження – спрямований транспорт (дрейф) феромагнiтних
наночастинок i магнiтних скiрмiонiв, причиною якого є реакцiя середови-
ща, i енергетичнi процеси в них.

Мета дослiдження – розвиток теорiї спрямованого транспорту феро-
магнiтних наночастинок у в’язкiй рiдинi та магнiтних скiрмiонiв у феро-
магнiтних плiвках, а також визначення потужностi втрат енергiї в таких
системах.

Методи дослiдження – методи мiкромагнетизму, математичної фiзики,
чисельнi методи.

Теоретично вивчається детермiнiстична динамiка однодоменних феро-
магнiтних наночастинок у розбавлених ферорiдинах, що знаходяться пiд
впливом стацiонарного або перiодичного у часi градiєнтного магнiтного по-
ля. Класифiковано прецесiнi режими сумiсної магiнтної та механiчної ди-
намiки та казано вплив режимiв на потужнiсть поглинання. Побудовано
теорiю динамiки невзаємодiючих частинок зi скiнченою анiзотропiєю. Ви-
значено потужнiсть енергетичних втрат як функцiю параметрiв системи.
У наближеннi, коли магнiтнi моменти наночастинок “вмороженi” в них,
побудовано детермiнiстичну теорiю дрейфу таких частинок. Показано, що
оскiльки градiєнтне магнiтне поле генерує як трансляцiйний, так i обер-
тальний рухи частинок, цi рухи пов’язанi мiж собою. Встановлено, що в
залежностi вiд початкового положення зважених феромагнiтних наноча-
стинок iснує чотири режими їх спрямованого транспорту в стацiонарному
градiєнтному магнiтному полi.

Результати НДР можуть бути використанi в бiомедицинi та процесах

сепарацiї наночастинок.



4

ЗМIСТ

ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1 МОДЕЛЬ ТА ОСНОВНI РIВНЯННЯ СУМIСНОЇ МАГНIТНОЇ

ТА МЕХАНIЧНОЇ ДИНАМIКИ НАНОЧАСТИНКИ . . . . . . . . . . . . . 11

1.1 Внутрiшня магнiтна динамiка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Рух наночастинки як цiлого . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Зв‘язана динамiка магнiтного моменту i наночастинки як цiлого . 14

2 КУТОВI ТРАЄКТОРIЇ ТА ДИСИПАЦIЯ ЕНЕРГIЇ . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1 Внутрiшня магнiтна динамiка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Рух наночастинки як цiлого . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Зв’язана динамiка наночастинки, зваженої в рiдинi, та її магнiтно-

го моменту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 Режими прецесiйного руху для наночастики зi скiнченною анiзо-

тропiєю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 КУТОВI ТРАЄКТОРIЇ ТА ДИСИПАЦIЯ ЕНЕРГIЇ . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1 Зв’язана динамiка наночастинки, зваженої в рiдинi, та її магнiтно-

го моменту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Режими прецесiйного руху для наночастики зi скiнченною анiзо-

тропiєю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4 СТАЛЕ У ЧАСI ГРДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.1 Рiвняння руху. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.1.1 Випадок малих чисел Рейнольдса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2 Динамiка наночастинок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2.1 Динамiка наночастинок при H⊥ = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2.2 Динамiка наночастинок при H⊥ 6= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 ЗМIННЕ У ЧАСI ГРАДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ . . . . . . . . . . . . . 58



5

5.1 Особливостi моделi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.2 Теоретичний аналiз . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2.1 Точнi результати . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2.2 Динамiка наночастинок при ν ≪ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6 КЕРУВАННЯ ТРАНСПОРТОМ ФЕРОМАГНIТНИХ НАНОЧА-

СТИНОК У ГРАДIЄНТОМУ МАГНIТНОМУ ПОЛI ЗА ДОПО-

МОГОЮ ПОСТIЙНОГО ПОЛЯ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.1 Фiзична модель та рiвняння балансу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.2 Динамiка наночастинок при ν⊥ = 0 i ν‖ = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6.2.1 Окремi аналiтичнi розв’язки. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.2.2 Деякi точнi спiввiдношення. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.2.3 Наближенi розв’язки. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.2.4 Чисельна перевiрка аналiтичних результатiв . . . . . . . . . . . . . . . 74

7 ДРЕЙФ ФЕРРОМАГНIТНИХ НАНОЧАСТИНОК ПРИ НАЯВ-

НОСТI ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЇ КОМПОНЕНТИ ОДНОРIДНО-

ГО МАГНIТНОГО ПОЛЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.1 Динамiка наночастинок при ν⊥ > 0 i ν‖ = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.1.1 Явище дрейфу: попереднi результати та визначення . . . . . . . 78

7.1.2 Динамiка наночастинок в околi початку координат . . . . . . . . 79

7.1.3 Швидкiсть дрейфу на великих вiдстанях вiд початку

координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

7.1.4 Явище дрейфу: чисельнi результати. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

8 ДРЕЙФ ФЕРРОМАГНIТНИХ НАНОЧАСТИНОК ЗА НАЯВНО-

СТI ПАРАЛЕЛЬНОЇ КОМПОНЕНТИ ОДНОРIДНОГО МАГНI-

ТНОГО ПОЛЯ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.1 Динамiка наночастинок при ν⊥ = 0 i ν‖ > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.2 Динамiка наночастинок при ν⊥ > 0 i ν‖ > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

ВИСНОВКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

ПЕРЕЛIК ДЖЕРЕЛ ПОСИЛАННЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101



6

ВСТУП

Феромагнiтнi наночастинки завдяки своїм цiкавим фiзичним власти-

востям привертають велику увагу в таких рiзних областях, як прикла-

дна фiзика, мiкро- та нанотехнологiї та медицина. Крiм розвитку тра-

дицiйних напрямкiв, таких як розробка нових засобiв запису та збере-

ження iнформацiї з високою щiльнiстю i виробництва «розумної рiдини»

для амортизаторiв i електромагнiтно-керованих динамiчних ущiльнень у

високоточних двигунах, в даний момент ФНЧ широко використовуються

як магнiто-контрастнi середовища, що розширюють можливостi томогра-

фiї [1, 2], у перспективному методi магнiтної гiпертермiї онкологiчних за-

хворювань [3, 4], як носiї для спрямованої доставки лiкарських препаратiв

до уражених тканин [5,6], як основа бiосенсорiв та методiв сепарацiї клiтин

i макромолекул [7–9]. Феромагнiтнi наночастинки також використовуються

в якостi одного з ключових елементiв активних змiшувачiв для т.з. «мiкро-

рiдин» з малим значенням числа Рейнольдса [10]. Кiлька наночастинок, за-

крiплених на еластичному полiмерi, утворюють штучний «джгутик», який

може приводитися у рух зовнiшнiм магнiтним полем i використовується в

якостi двигуна для «мiкро-ботiв» i «м’яких» роботiв [11]. Нарештi, також

слiд звернути увагу на високопродуктивнi мiкрохвильовi поглиначi з ком-

плексною структурою, що базуються в тому числi на феро-гелях [12–16].

Такi матерiали мають значення як для захисту вiд мiкрохвильового випро-

мiнювання, так i для стелс-технологiй для лiтальних апаратiв та реактив-

них снарядiв.

Цi застосування базуються на конкретних фiзичних властивостях, якi

головним чином зумовленi магнiтною та механiчною (як поступальною, так

i обертовою) динамiкою таких наночастинок. Ось чому важливо правиль-

но послуговуватись верифiкованою методологiю опису, зокрема у частинi

рiвнянь руху. За великим рахунком, важливо знати вiдгук феромагнiтної

наночастинки на зовнiшнi поля. Пiд поняттям вiдгуку ми маємо на увазi

в першу чергу два аспекти. По перше, поглинанню наночастинкою енергiї

зовнiшнього змiнного поля з подальшим нагрiванням середовища але без

спрямованого трансляцiйного руху наночастинок. А, по друге, спрямова-

ний транспорт наночастинок в системi зовнiшнiх полiв спецiальної форми,

параметри якого визначаються параметрами системи. Що стосуєтеся нагрi-
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вання, тут енергiя поля перетворюється в теплову як за рахунок в’язкого

обертання ФНЧ, так i завдяки внутрiшнiй загасаючiй динамiцi намагнi-

ченостi в кристалiчнiй решiтцi частинки. Можливi ж втрати потужностi

за рахунок iндукцiйних струмiв провiдностi в наночастинках надто малi i

ними, як правило, нехтують. Один з найбiльш вiдомих, простих та ефе-

ктивних методiв визначення властивостей таких систем описується в ква-

зiрiвноважному наближеннi та у рамках теорiї лiнiйного вiдгуку на змiнне

поле [17]. Розгляд базується на концепцiї часiв релаксацiї для магнiтної та

механiчної пiдсистем та розглядi паралельної дiї двох означених каналiв

дисипацiї. Незважаючи на простоту та очевиднiсть цiєї концепцiї, область

її застосування обмежена. Як свiдчать останнi експерименти [18–23,23–25],

мають мiсце сильнi вiдхилення вiд прогнозiв даної спрощено моделi вна-

слiдок бiльш складного характеру теплової та колективної поведнiки.

Та один з найнадiйнiших методiв, запропонованих для виведення цих

рiвнянь, базується на концепцiї загального iмпульсу частинки, що включає

кутову та спiнову частини iмпульсу. В рамках цього пiдходу було виведено

та проаналiзовано рiвняння зв’язаного механiчного руху та намагнiченостi

частинки, зокрема для знаходження її кутової швидкостi. Основи такого

опису були закладенi ще Цеберсом [26] послiдовний аналiз вiдгуку наноча-

стинки зi скiнченою анiзотропiєю, що зважена у рiдинi на змiннi зовнiшнi

поля до написання технiчного завдання до даної НДР здiйснено не було.

Результати, що маються в лiтературi засвiдчують лише частковий прогрес

у цьому напряму. Так, використовуючи лiнеаризацiю рiвняння Лагранжа

в деяких конкретних випадках, втрата потужностi була розрахована в ро-

ботi [27]. Оскiльки рiвняння руху не використовувались, цей пiдхiд не мо-

же застосовуватися для чисельного моделювання. Спрощенi рiвняння руху

були використанi в роботi [28], але питання поглинання енергiї не розгляда-

лось. Ґрунтуючись на коректнiй моделi, динамiка зв’язаних наночастинок

дослiджувалась за допомогою лiнiйного наближення [29]. Але у даному на-

ближеннi доданок, що вiдповiдає за в’язке тертя був опущений в кiнцевому

пiдсумку. Нарештi, обертальнi траєкторiї та вирази для втрати потужностi

були отриманi у випадку малих обертальних коливань [30–32] та у випадку

прецесiйного руху пiд дiєю обертового поля [33].

Саме тому перша мета даної НДР полягає у теоретичному i чисель-
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ному дослiдженi динамiки нерiвноважних ансамблiв взаємодiючих феро-

магнiтних наночастинок, що збуджуються перiодичним магнiтним полем.

Увага спрямована на питання формування та динамiки нестацiонарних ста-

нiв i поглинання енергiї магнiтного поля у цих станах з подальшим видiле-

нням тепла як функцiї параметрiв поля i самої наночастинки. Розробленi

iнструменти загалом дозволяють оптимiзувати реальнi методи застосуван-

ня ферорiдин. Результати ж дозволяють прогнозувати новi ефекти та стани

ферорiдин. Зазначена мета реалiзується через вионання таких завдань. 1)

Чисельне моделювання динамiки ФНЧ у детермiнiстичному наближеннi,

отримання великої бази даних результатiв та її обробка. 2) Аналiтичний

розгляд обертової та коливальної сумiсної магнiтної та механiчної динамi-

ки наночастинки в рiдинi в окремих випадках 3) Комплексний аналiз за-

лежностi результатiв вiд параметрiв моделi та визначення їх оптимальних

(з точки зору енергетичних втрат) значень.

Для випадку великої енергiї анiзотропiї порiвняно з iншими енергети-

чними величинами, вектор намагнiченостi наночастинки доцiльно розгля-

дати як «вморожений» в її кристалiчну решiтку [34, 35]. Такий пiдхiд ще

називається моделлю жорсткого диполя. Переваги вiд її використання оче-

виднi: динамiка наночастинок повнiстю описує динамiку намагнiченостi i,

вiдповiдно, магнiтнi властивостi таких систем. Це наближення було засто-

совано, в тому числi, для дослiдження ролi магнiтної дипольної взаємодiї

та теплових флуктуацiй в процесi розсiювання енергiї [36–38], утворення

кластерiв внаслiдок взаємодiї [39–41], прецесiї феромагнiтних наночасти-

нок у детермiнiстичному та стохастичному випадках [42–44] та низки iнших

явищ. Саме тому для реалiзацiї другої мети НДР - вивчення транспортних

властивостей ансамблiв наночастинок - для спрощення первинного аналi-

зу низки досить комплексних явищ, використовується модель жорсткого

диполя.

В рамках наших попереднiх розвiдок, послуговуючись даною модел-

лю, було теоретично та чисельно вивчено вплив спрямованого транспор-

ту (дрейфу) феромагнiтних наночастинок, iндукованого силою Магнуса

[45–47]. Зокрема, було встановлено, що частинки, рух яких у в’язкiй рiди-

нi являє собою синхронiзованi поступальнi коливання (викликанi гармонi-

чною рушiйною силою) та неоднорiдна прецесiя (викликана неоднорiдним
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магнiтним полем, що обертається), здiйснюють ненульовий у середньому

поступальний рух (т.з. дрейф) у визначеному напрямку зi сталою сере-

дньою швидкiстю. Як величину, так напрямок швидкостi такого дрейфу

можна досить просто контролювати i змiнювати шляхом коригування зов-

нiшнiх параметрiв, цей ефект має перспективи використання, зокрема, пiд

час адресної доставки лiкарських препаратiв та сепарацiї макромолекул

та вiрусiв. Однак, спiввiдношення швидкостi дрейфу до швидкостi наноча-

стинок, спричиненої рушiйною силою, що має неосцилювальний характер,

пропорцiйне до числа Рейнольдса (для випадку обертання), яке для нано-

розмiрних частинок є порiвняно невеликим. Саме тому швидкiсть части-

нок, що знаходяться пiд дiєю неосцилювальної рушiйної сили, як правило,

iстотно перевищує вiдповiдну швидкiсть дрейфу.

Однак, найрозповсюдженiшим способом генерування рушiйної сили,

що дiє на магнiтнi наночастинки, є магнiтне поле, що змiнюється у просто-

рi, або градiєнтне поле. I тому друга мета даної НДР буде реалiзовуваися

саме через аналiз дiї на феромагнiтнi наночастинки саме градiєнтного зов-

нiшнього поля. Не зважаючи на те, що вплив такого поля на магнiтнi нано-

частинки добре вивчений з точки зору магнiтної сепарацiї макромолекул

та вiрусних частинок (див., наприклад, [48, 49]), повний аналiз їх спрямо-

ваного транспорту при застосуваннi градiєнтного та однорiдних магнiтних

полiв, наскiльки вiдомо станом на сьогоднi, ще не виконано. Оскiльки рiв-

номiрне поле сильно впливає на орiєнтацiю намагнiченостi, очiкується, що

це поле може бути використано для контроля та управлiння спрямованим

транспортом зважених феромагнiтних наночастинок, iндукованим градiєн-

тним магнiтним полем. Тому в цiй НДР ми дослiджуємо динамiку таких

наночастинок з особливим акцентом на їх транспортнi властивостi та мо-

жливi застосування.

Розвиваючi запропонований пiдхiд далi ми розглядаємо дiю градiєн-

тного поля, що змiнюється перiодично. Це надає можливiсть комбiнувати

процеси концентрацiї наночастинок з процесами їх нагрiвання. Також перi-

одичний характер градiєнтного поля генерує керованi додатковими стацiо-

нарними полями новi режими транспорту та новi можливостi прецезiйного

керування рухом наночастинок. В цiй частинi НДР ми також показуємо

важливiсть одночасної дiї однорiдного поля. А саме: вплив на тип стацiо-
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нарного режиму має взаємна орiєнтацiя градiєнтного та однорiдного полiв.

Так, якщо присутня лише паралельна компонента вiдбуваються коливан-

ня наночастинок вздовж спiльного напрямку обох полiв, а час досягнення

стацiонарного режиму визначається модулем однорiдного поля. Наявна ж

перпендикулярна компонента однорiдного поля може зумовлювати спрямо-

ваний дрейф наночастинок. Тоббто, результуюче змiщення наночастинок в

середньому на перiодi коливання градiєнтного поля буде ненульовим вна-

слiдок взаємозалежностi обертального та поступального рухiв.

Для виконання окремих завдань даної НДР були залученi кошти бiла-

терального Україно-нiмецького проекту №0121U114633 (Ф81/41894) «Коле-

ктивна динамiка феромагнiтних наночастинок зi скiнченною анiзотропiєю

у в’язкiй рiдинi», що зазначено у роздiлах Acknowledgements кожної статтi,

якi оприлюднюють зазначенi результати.

Результати НДР опублiкованi у роботах [50–53, 53–56].
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1 МОДЕЛЬ ТА ОСНОВНI РIВНЯННЯ СУМIСНОЇ

МАГНIТНОЇ ТА МЕХАНIЧНОЇ ДИНАМIКИ

НАНОЧАСТИНКИ

Ми розглядаємо однорiдну сферичну однодоменну феромагнiтну на-

ночастинку радiусом Rp , намагнiченнiстю M ( |M| = M = const ), та з

густиною ρ . Ця частинка здiйснює сферичний рух (або рух навколо фiксо-

ваного центра маси) вiносно рiдини в’язкостi η . Далi, припускаємо, що на-

ночастинка знаходиться пiд дiєю циркулярно-поляризованого зовнiшнього

магнiтного поля

H(t) = exH cos(Ωt) + ey̺H sin(Ωt), (1.1)

де ex , ey , ez є одиничними векторами декартової системи координат, H

– амплiтуда поля, Ω – частота поля t час, та ̺ фактор, що визначає

напрямок поляризацiї (̺ = ±1 ).

Магнiтна енергiя наночастинки задається виразом

W = −
HaV

2M
(M · n)2 − VM ·H(t)− V HzM · ez, (1.2)

де Ha – величина одноосьової магнiтної анiзотропiї, n – одиничний вектор,

що визначає напрямок осi анiзотропiї, Hz – величниа додаткового постiй-

ного поля вздовж вiсi z . Враховуючи дiю на намагнiченiсть наночастинки

її кристалiчної решiтки, ефективне магнiтне поле, що дiє на неї, можна

записати як

Heff = −V −1∂W

∂M
= HaM

−1(M · n)n+H(t) + ezHz. (1.3)

Рух наночастинки супроводжується розсiюванням її енергiї W , що пере-

творюється у теплоту. У вiдповiдностi до [57], втрати потужностi визна-

чаються як Q = limτ→∞(1/τ)
∫ τ

0 dtq , де q = −Ẇ – це миттєвi втрати

потужностi, τ – час спостереження, а крапка угорi позначає похiдну за

часом. За рiвняння (1.2) можна записати питомi втрати потужностi як

q = VHeff · Ṁ . Тодi в безрозмiрному виглядi втрати потужностi мають

вигляд Q̃ = Q/(HaVMΩ0) (Ω0 є деяка характерна частота, яка визнача-
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ється в рамках модельного пiдходу, що застосовується)

Q̃ = lim
τ̃→∞

1

τ̃

∫ τ̃

0

dt̃heff · ṁ. (1.4)

Тут, heff = Heff/Ha – безрозмiрне ефективне поле, m = M/M – одиничний

вектор, який представляє напрям намагнiченостi наночастинок, t̃ = Ω0t –

безрозмiрний час, τ̃ = Ω0τ - безрозмiрна величина загального часу спосте-

реження. Важливо вiдзначити, що рiвняння (1.4) пiдходить як для подаль-

шої аналiтичного, так i для чисельного вивчення проблеми розсiювання

енергiї.

Як зазначено вище, для аналiтичного опису iснує три пiдходи до дина-

мiки наночастинок: 1) сама наночастинка вважається фiксованою, i магнi-

тний момент може обертатися навколо її вiсi анiзотропiї; 2) магнiтний мо-

мент фiксується всерединi наночастинки, що в’язко повязана iз зовнiшнiм

рiдким середовищем 3) як тiло наночастинки, так i її магнiтний момент ви-

конують обертання одночасно. Всi цi пiдходи будуть детально дослiдженi.

Але спочатку нагадаємо коротко обґрунтування детермiнiстичного на-

ближення, наведене в [32], для випадку, коли дiєю термостата нехтують.

В оцiнцi використовуються два параметри: спiввiдношення мiж магнiтною

енергiєю та тепловою енергiєю та спiввiдношення мiж перiодом поля та

характерними часами релаксацiї Брауна та Неєля. Якщо магнiтна енергiя

iстотно перевищує теплову, то флуктуацiї можуть лише незначним чином

розмити детермiнiстичнi траєкторiї. Тому вплив термостату в цьому випад-

ку можна вважати незначним. З iншої сторони, коли перiод поля значно

бiльший за час релаксацiї, то великi вiдхилення можуть вiдбуватися лише

один раз на сотнi або тисячi польових перiодiв. Тому ймовiрнiсть iстотного

коливання за один перiод поля буде вкрай незначною i, знову, це є пiдста-

вою для нехтування тепловими флуктуацiями. Цi двi умови можуть бути

абсолютно реалiстичним для реальних магнiтних наночастинок радiусом

∼ 20 нм.

1.1 Внутрiшня магнiтна динамiка

У разi високих частот, достатньо великих частинок та / або значнiй

в’язкостi рiдини-носiя, а, також, не надто великiй анiзотропiї, рух нано-
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частинки як цiлого незначний. Тут слiд розглядати лише динамiку ма-

гнiтного моменту. Для цих цiлей може бути використане вiдоме рiвняння

Ландау-Лiфшица-Гiлберта

Ṁ = −γM×Heff + αM−1
M× Ṁ. (1.5)

Де, γ(> 0) гiромагнiтне вiдношення, α(> 0) безрозмiрний параметр зага-

сання.

У безрозмiрнiй формi, рiвняння (1.5) можна переписати як

ṁ = −Ωrm× heff + αm× ṁ. (1.6)

Використовуючи рекурсивну пiдстановку та враховуючи властивостi ве-

кторного добутку, легко показати що рiвання (1.6) є еквiвалентним

(1 + α2)ṁ = −Ωrm× heff − αΩrm×m× heff , (1.7)

яке є багато зручнiшим для чисельного аналiзу. Пiсля стандартних перетво-

рень та розрахункiв рiвняння (1.1) можна перетворити на набiр скалярних

рiвнянь вiдносно полярного ϑ i азимутального ϕ кутiв вектора m

(1 + α2)Ω−1
r ϑ̇=αh cos ϑf+hfϕ−α sinϑ(cosϑ+hz),

(1 + α2)Ω−1
r ϕ̇=αh csc ϑfϕ−h cotϑf+cosϑ+hz,

(1.8)

де h = H/Ha , hz = Hz/Ha ,

f = cosϕ cos(Ωt) + ̺ sinϕ sin(Ωt), (1.9)

i fϕ = ∂f/∂ϕ .

1.2 Рух наночастинки як цiлого

У разi сильної анiзотропiї або слабкого зв’язку з навколишнiм середо-

вищем внутрiшня магнiтна динамiка може бути незначною. Тодi динамiка

наночастинок описується моделлю жорсткого диполя, коли намагнiченiсть
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розглядається як закрiплена на осi анiзотропiї. Ця модель представлена

в роботi [58] i успiшно використовується до цих пiр. Основна особливiсть

аналiтичного опису – наявнiсть двох векторних рiвнянь. Перше рiвняння,

власне, є умовою обертання абсолютно жорсткого тiла, а друге – де факто,

є другим законом Ньютона для обертального руху

ṅ = ω× n,

Jω̇ = VMn×H− 6ηVω. (1.10)

Тут ω – кутова швидкiсть наночастинок, J(= 8πρR5
p/15) – момент iнерцiї

наночастинки, V – об’єм наночастинки, i крапки над символами являють

собою похiднi за часом. Коли розмiр частинки досить малий, її моментом

iнерцiї можна знехтувати. Тодi рiвняння (1.10) набуває бiльш простої фор-

ми

ṅ = −Ωcrn× (n× h) , (1.11)

Тут Ωcr = MHa/(6η) характерна частота рiвномiрного механiчного обер-

тання. Пiсля стандартних перетворень та розрахункiв з рiвняння (1.1) мо-

жна отримати множину скалярних рiвнянь вiдносно полярного θ i азиму-

тального φ кутiв вектора n у виглядi

Ω−1
cr θ̇ = h cos θ cos(̺Ωt− φ)− hz sin θ,

Ω−1
cr φ̇ = h csc θ sin(̺Ωt− φ).

(1.12)

1.3 Зв‘язана динамiка магнiтного моменту i наночастинки

як цiлого

Як детально показано у роботi [31], пов’язанi магнiтна динамiка та

механiчний рух не можуть бути описанi простою суперпозицiєю цих двох

типiв руху через значнi змiни у основних рiвняннях. Зрештою, було пока-

зано, що зв’язана динамiка пiдкоряється наступнiй парi рiвнянь:

ṅ = ω× n,

Jω̇ = γ−1V Ṁ+ VM×H− 6ηVω, (1.13)
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Ṁ = −γM×Heff + αM−1
(
M× Ṁ−ω×M

)
. (1.14)

Якщо, як i ранiше, знехтувати iнерцiйним доданком, рiвняння (1.13) можна

перетворити на бiльш зручний аналог. Далi, шляхом перетворень рiвнянь

для внутрiшньої магнiтної динамiки (1.14) з метою роздiлення доданкiв,

що мiстять похiднi за часом, отримуємо

Ω−1
cr ṅ = ṁ× n/Ωr + (m× h)× n,

(1 + α2
1)Ω

−1
r1 ṁ = −m× h

1
eff − α1m×m× h

1
eff,

(1.15)

Тут β = αM/6γη , Ωr1 = Ωr/(1 + β) , α1 = α/(1 + β) ,

h
1
eff = (exh cosΩt+ ey̺h sin Ωt) (1 + β) + (mn)n. (1.16)

Пiсля стандартних перетворень та розрахункiв з рiвнянням (1.1), ми може-

мо написати набiр скалярних рiвнянь вiдносно полярного θ i азимуталь-

ним φ кутами вектора n , а також вiдносно полярного ϑ i азимутального

ϕ кутiв вектора m

(1 + α2
1)Ω

−1
r1 ϑ̇ = f1 + α1f2,

(1 + α2
1)Ω

−1
r1 ϕ̇ = cscϑ(α1f1 − f2),

Ω−1
r1 θ̇ = βα−1(ωy cosφ− ωx sinφ),

Ω−1
r1 φ̇ = βα−1

[
ωz − cot θ(ωy sinφ

+ωx cosφ)
]
,

(1.17)



16

Тут
f1 =

[
h(1 + β) sin(̺Ωt− φ)− F sin θ sin(ϕ− φ)

]
,

f2 = cosϑ
[
h(1 + β) cos(̺Ωt− φ)

+F sin θ cos(ϕ− φ)
]
− sinϑ

[
(1 + β)hz

+F cos θ
]
,

F = cos θ cosϑ+ cos(ϕ− φ) sin θ sinϑ (= mn)

ωx = ϑ̇ cosϑ cosϕ+ ϕ̇ sinϑ sinϕ

− (1 + β)
[
hz sinϑ sinϕ+ h cosϑ cos(Ωt)

]
,

ωy = ϑ̇ cosϑ sinϕ+ ϕ̇ sinϑ cosϕ

− (1 + β)
[
hz sinϑ cosϕ+ h cosϑ sin(̺Ωt)

]
,

ωz = (1 + β)h sin(̺Ωt− ϕ) sinϑ− ϑ̇ sinϑ.

(1.18)

Ми хочемо тут пiдкреслити, що система рiвняння (1.17) разом iз позначе-

ннями рiвняння (1.18) пiдходять для подальшої чисельної обробки.

Таким чином, модельнi рiвняння, отриманi вище, дозволяють прове-

сти дослiдження прецесiйного руху наночастинки, iндукованого зовнiшнiм

циркулярно-поляризованим полем. Ми використовуємо пiдхiд, який не-

хтує температурними коливаннями, обґрунтованiсть якого обговорюється

в [32, 57]. Вимушений стохастичний рух у спрощених випадках жорстко

фiксованої наночастинки i моделi жорсткого диполя розглядалась в ро-

ботах [59, 60] i [38, 43] вiдповiдно. Стохастичний рух у випадку зв’язаної

магнiтної динамiки та механiчного обертання ще не вивчений повнiстю.

Деякi питання обговорюються в [61, 62].
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2 КУТОВI ТРАЄКТОРIЇ ТА ДИСИПАЦIЯ ЕНЕРГIЇ

2.1 Внутрiшня магнiтна динамiка

Якщо частинка вважається нерухомою, iснує два режими стабiльної

динамiки магнiтного моменту m пiд дiєю зовнiшнього поля типу (1.1)

[63–65]. Перший режим є рiвномiрне обертання або однорiдна прецесiя, яке

виконується синхронно iз зовнiшнiм полем. Другий - неоднорiдне обертан-

ня, коли перiод магнiтного моменту m не спiвпадає з перiодом поля H(t) .

З аналiтичної точки зору, режим однорiдної прецесiї характеризується по-

стiйною прецесiєю та кутами вiдставання, ϑ1 and ϕ1 , де ϕ1 = ϕ− ̺Ωt .Як

випливає з рiвнянь (1.8), кут прецесiї задовольняє рiвнянню [66]

h2 =
1− cos2 ϑ1

cos2 ϑ1

[(
cosϑ1 + hz −

̺Ω̃

1 + α2

)2

+

(
αΩ̃ cosϑ1

1 + α2

)2]
, (2.1)

а кут вiдставання пов’язаний з кутом прецесiї як

sinϕ1 = −̺
αΩ̃

h(1 + α2)
sinϑ1. (2.2)

Тут використано такi позначення Ω0 = Ωr , Ω̃ = Ω/Ωr . Пiсля iнтегрування

частинами рiвняння (1.4), ми отримуємо загальний вираз для безрозмiрних

втрат потужностi у випадку однорiдного або перiодичного режиму

Q̃ = α
Ω̃2

(1 + α2)2
sin2 ϑ1. (2.3)

У неоднорiдному режимi полярний кут ϑ вектора m перiодично змi-

нюється в часi з перiодом, який не збiгається з перiодом поля. Подiбнi ко-

ливання демонструються також азимутальним кутом ϕ разом з лiнiйним

зростанням у часi. Ця динамiка супроводжується втратами потужностi,

якi можна дослiджувати лише чисельним способом. Рiзнична схема для



18

чисельного обчислення втрат потужностi тут записується як

Q̃=
1

N

N∑

i=1

[
hxi(cosϑi cosϕi∆ϑi − sinϑi sinϕi∆φi)

+hyi(cosϑi sinϕi∆θi + sinϑi cosϕi∆ϕi)

−hzi sinϑi∆ϑi

]
, (2.4)

де N = τ̃ /∆t̃ ( τ̃ = τΩr i в нашому випадку приймається рiвним 105 в

процесi моделювання) – кiлькiсть часових крокiв на один перiодi зовнi-

шнього поля, ∆t̃(≪ 1/Ω̃) – значення кроку часу в процедурi чисельно-

го розрахунку, ϑi = ϑ(t̃i) , ϕi = ϕ(t̃i) , ∆ϑi = ∂ϑ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ , ∆ϕi = ∂ϕ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ ,

hxi = h cos(̺Ω̃t̃i) , hyi = h sin(̺Ω̃t̃i) , hzi = hz + cosϑi .

Результати серiї моделювання проiлюстрованi на рисунку 2.1. Для

рiвномiрного режиму цi результати чудово узгоджуються з результатами,

отриманими вiд рiвняння (2.3). Рiзкi змiни величини Q̃ пов’язанi зi змiна-

ми режимiв прецесiї, про якi докладно йдеться в роботах [57, 64, 65]. Коли

амплiтуда поля вважається постiйною, найскладнiший випадок, що вiдпо-

вiдає частотам бiля резонансної, реалiзується наступним чином (див. кривi

для значень h = 0.21 and h = 0.35 ). Для початку втрати потужностi збiль-

шуються зi збiльшенням частоти поля в рiвномiрному режимi, див. злами

кривих з трикутними маркерами. Потiм рiзке збiльшення Q̃ викликається

переорiєнтацiєю або переходом у стан "вниз див. злами кривих круглими

маркерами. Пiсля цього починає формуватися неоднорiдний режим, про що

свiдчить рiзкий стрибок залежностi Q̃(Ω̃) , див. маркери у виглядi зiрок.

Тут важливо, що умова ϑ < π/2 виконується майже завжди. З точки зору

мiнiмiзацiї енергiї, цей режим генерується для того, щоб зменшити втрати

потужностi, що зрозумiло з рисунка. Нарештi, подальше рiзке збiльшення

Q̃ є наслiдком переходу в знову у однорiдний режим див. злами кривих з

квадратними маркерами.

Тут ми хочемо звернути вашу увагу на наступнi моменти. По-перше,

згадане перемикання вiдбувається тодi, коли стацiонарний розв’язок рiв-

няння (1.8) стає нестабiльним. Це суто динамiчне явище широко дослiдже-

не та описане ранiше, див., наприклад, [63–65, 67]. Також це явище було

пiдтверджено в реальних експериментах, див., наприклад, [68]. В iнших
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Рисунок 2.1 – Модель нерухомої наночастинки: найбiльш типовi залежно-
стi втрати потужностi вiд частот поля для рiзних амплiтуд поля. Значення
системних параметрiв такi: α = 0.1 , ̺ = +1 , hz = 0 . Трикутнi маркери
позначають однорiдну прецесiю у верхньому станi; круговi маркери по-
значають рiвномiрну прецесiю пiсля переходу намагнiченостi у нижньому
станi; маркери-зiрки позначають неоднорiдну прецесiю; квадратнi маркери
позначають знову однорiдну прецесiю у нижньому станi.
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модельних випадках, особливо у випадку зв’язаного руху наночастинки з

кiнцевою анiзотропiєю, такий ефект також повинен мати мiсце. По-друге,

тепловi коливання можуть змiнювати поведiнку магнiтного моменту. Але,

як було показано в дослiдженнi середнього часу досягнення випадковим

процесом заданого рiвня [60], якiсна рiзниця, викликана рiзними режима-

ми прецесiї, може залишатися в стохастичнiй динамiцi вектора m .

2.2 Рух наночастинки як цiлого

Якщо магнiтний момент наночастинок зафiксований всерединi, також

можна реалiзувати рiвномiрний i неоднорiдний режими прецесiї. Перший

з них - природний розв’язок рiвняння (1.12). Цей режим характеризується

постiйним кутом вiдставання φ1 = φ− ̺Ωt i постiйним кутом конусу пре-

цесiї θ1 . Пiдстановкою даного розв’язку у рiвняння (1.12), ми знаходимо

систему алгебраїчних рiвнянь для обчислення φ1 and θ1

cos θ1h cosφ1 = hz sin θ1,

Ω̃ sin θ1 = h sinφ1. (2.5)

Тут, Ω0 = Ωcr and Ω̃ = Ω/Ωcr . Середнє значення втрат потужностi в цьому

випадку легко знайти. Простi розрахунки з використанням рiвнянь (2.5) та

(1.4) дають

Q̃ = Ω̃2 sin2 θ1. (2.6)

Зробимо два зауваження По перше, рiвняння (2.6) для малого кута преце-

сiї конус збiгається з результатами, отриманими у роботi [69] у лiнiйному

наближеннi. По друге, у випадку вiдсутностi постiйного поля вздовж вiсi

z (hz = 0 ), справедливими є вирази θ1 = π/2 , sinφ1 = Ω̃/h , and Q̃ = Ω̃2 .

Для опису поведiнки втрат потужностi у всьому дiапазонi параметрiв

та вiзуалiзацiї даних тут також вимагається чисельне моделювання. Рiзни-
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чна схема для чисельного обчислення втрат потужностi записується як

Q̃=
1

N

N∑

i=1

[
hxi(cos θi cosφi∆θi − sin θi sinφi∆φi)

+hyi(cos θi sinφi∆θi + sin θi cosφi∆φi)

−hz sin θi∆θi

]
, (2.7)

де N = τ̃ /∆t̃ ( τ̃ = τΩcr вибирається значення 105 пiд час моделювання)

– кiлькiсть часових крокiв на перiод зовнiшнього поля, ∆t̃(≪ 1/Ω̃) – зна-

чення кроку за часом у процедурi чисельного розрахунку, θi = θ(t̃i) , φi =

φ(t̃i) , ∆θi =
∂θ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ , ∆φi =

∂φ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ , hxi = h cos(̺Ω̃t̃i) , hyi = h sin(̺Ω̃t̃i) .

Як випливає з аналiтичних результатiв, обговорених вище, коли h >

Ω̃ , наночастинка обертається рiвномiрно, i весь внесок в втрату потужно-

стi пов’язанi з цим обертанням. Це пiдтверджується серiєю моделювань,

результати яких показанi на рисунку 2.2, дивiться трикутнi маркери. В

той самий час, коли h < Ω̃ and h ∼ Ω̃ , динамiка стає неоднорiдною, ди-

вiться маркери у виглядi зiрок. Подiбно до попереднього випадку, тут n

виконує обертання одночасно з коливаннями бiльшого перiоду. Оскiльки

неоднорiдна прецесiя характеризується меншою миттєвою кутовою швид-

кiстю наночастинки, спостерiгається зменшення втрат потужностi. Це ви-

ражається в вираженому падiннi величини Q̃(Ω̃) для фiксованої амплiтуди

h (див. Рис. 2.2). Є двi особливостi, якi слiд пiдкреслити в цьому планi.

По-перше, при зростаннi частоти поля середня кутова швидкiсть прямує

до нуля, частота коливань при цьому прямує до частоти поля Ω̃ , а амплi-

туда коливань прямує до насичених значень, передбачених рiвнянням (34)

в роботi [32]. По-друге, результуюча втрата потужностi в неоднорiдному

режимi залежить вiд початкового положення наночастинки.

2.3 Зв’язана динамiка наночастинки, зваженої в рiдинi, та

її магнiтного моменту

У випадку сумiсної динамiки магнiтного момента наночастинки та її

легкої вiсi, стацiонарний розв’язок системи рiвнянь (1.13), (1.14) може бути

отриманий у виглядi ϕ = ̺Ωt−ϕ1 , ϑ = ϑ1 , φ = ̺Ωt−φ1 , θ = θ1 (див. Рис.

3.1). Щоб знайти невiдомi константи ϕ1 , φ1 and ϑ1 , θ1 , ми використали
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Рисунок 2.2 – Модель нерухомої намагнiченостi, або жорсткого диполя:
найбiльш типовi залежностi втрати потужностi вiд частот поля для рiзних
амплiтуд поля. Значення параметрiв системи такi: η = 0.05 P , ̺ = +1 ,
hz = 0 , початковi умови задаються як θ0 = 0.01 . Трикутнi маркери позна-
чають однорiдну прецесiю; зiрковi маркери позначають неоднорiдну пре-
цесiю.
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Рисунок 2.3 – Схематичне зображення поведiнки векторiв n , m та систем
координат, що використовуються для опису режиму прецесiї

умову вiдсутностi руху магнiтного моменту вiдносно кристалiчної решiтки

наночастинок

ṁ−ω×m = 0. (2.8)

Пiсля пiдстановки рiвняння (3.1) в друге рiвняння системи (1.13) та нехту-

вання моментом iнерцiї, отримуємо

0 = Ωcr(m× n)(mn) +ω. (2.9)

Потiм введемо нову систему координат x′′y′′z′′ , яка обертається разом iз

зовнiшнiм полем, як показано на рисунку 3.1. У цiй новiй системi кутова

швидкiсть має дуже просту форму

ω
′′ = (−̺Ω sin θ1, 0, 0) . (2.10)

оскiльки вираз (1.14) не може бути легко представлена в новiй координа-

тнiй системi, нам потрiбно записати явну форму всiх векторiв в лабора-

торнiй системi координат. Для виконання необхiдних перетворень нам слiд
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використовувати матрицю повороту

C−1 =




cos θ1 cosΦ1 − sinΦ1 sin θ1 cosΦ1

cos θ1 sinΦ1 cosΦ1 sin θ1 sinΦ1

− sin θ1 0 cos θ1


 , (2.11)

де Φ1 = ̺Ωt− φ1 . Використаємо такi позначення

F1 = sin θ1 sinϑ1 cos(φ1 − ϕ1) + cos θ1 cosϑ1 (2.12)

та замiнимо веткори ω , m i n в лабораторнiй системi використовуючи

матрицю повороту (3.4). Це дозволяє нам прямо отримати множину алге-

браїчних рiвнянь

− sinϑ1 sinϕ1

(
̺Ω

Ωr
− hz

)
=sin θ1 cos θ1 cosφ1

̺Ω

Ωcr
,

h sinϑ1 sinϕ1=sin2 θ1
̺Ω

Ωcr
,

F1 sin(ϑ1 − θ1) sinϕ1=sinϑ1

(
̺Ω

Ωr
− hz

)
,

F1 sin θ1 sin(ϕ1 − φ1)=h sinϕ1. (2.13)

Пряме iнтегрування рiвнянь (1.4) з врахуванням подання векторiв ṁ та

n у сферичних координатах

ṁ = (−̺Ω sinϑ1 sinΨ1, ̺Ω sinϑ1 cosΨ1, 0), (2.14)

n = (sin θ1 cosΦ1, sin θ1 sinΦ1, cos θ1), (2.15)

де Ψ1 = ̺Ωt− ϕ1 , отримуємо

Q̃ = 2̺Ω̃ sinϑ1 sinϕ1. (2.16)

Тут, Ω̃ = Ω/Ωr1 . Важливо вiдзначити, що рiвняння (3.9) аналогiчне до

рiвняння (2.3) коли врахувати вираз (2.2).

Використовуючи спiввiдношення (1.4) та подання векторiв m and n у

сферичних координатах можна отримати вираз для чисельного обчислення

втрат потужностi. Це вiдповiдає виразу (2.7) з тiєю рiзницею що: τ̃ = τΩr1
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(обрано таким, що дорiвнює 105 пiд час моделювання),

hxi = h cos(̺Ω̃t̃i) + Fi sin θi cosφi,

hyi = h sin(̺Ω̃t̃i) + Fi sin θi sinφi,

hzi = hz + Fi cos θi, (2.17)

Fi = F (t̃i) , θi = θ(t̃i) , φi = φ(t̃i) .

Додатковий ступiнь свободи зумовлює бiльш цiкаву та складну пове-

дiнку динамiки наночастинок. По-перше, як i в попереднiх випадках, фор-

мується звичайний неоднорiдний режим, який характеризується колива-

ннями кутiв прецесiї, або нутацiями. Нагадаємо, що перiод цих коливань

не збiгається з перiодом поля та не кратний йому. По-друге, як i у випад-

ку нерухомої наночастинки, може вiдбуватися т.з. перемикання мiж двома

однорiдними режимами, що характеризується рiзними орiєнтацiями нано-

частинки у просторi, або напрямками її магнiтного моменту. Бiльше того,

реалiзується ще один цiкавий режим. Вiн характеризується iммобiлiзова-

ною наночастинкою, тодi як магiнтний момент здiйснює коливання: кути

ϑ i ϕ вектора m змiнюються синхронно разом iз зовнiшнiм полем без

дрейфу, який може бути виявлений, при цьому кути θ i φ вектора n за-

лишаються практично постiйними, з невеликим дрейфом. Такий тип руху

досить поширений. Вiн виникає i в нижньому, i у верхньому положеннi

наночастинки, i в околi площини поляризацiї зовнiшньої поля. Переходи

мiж обговорюваними типами руху демонструються у стрибках у залежно-

стi Q̃(Ω̃) . Зрештою, робимо висновок, що перемикання мiж однорiдним та

неоднорiдним режимами супроводжується рiзким збiльшенням втрат поту-

жностi. Перемикання мiж двома однорiдними режимами з переорiєнтацiєю

наночастинок призводить, щонайменше, до зменшення втрат потужностi

на один порядок. Найбiльш типовi залежностi Q̃(Ω̃) зображенi на рисунку

3.2.

2.4 Режими прецесiйного руху для наночастики зi скiнчен-

ною анiзотропiєю

I кути прецесiї, i кути вiдставання зростають з частотою та амплiту-

дою. Тому однорiдна прецесiя може стати нестабiльною. Магнiтний момент
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Рисунок 2.4 – Модель наночастинки в рiдинi зi скiнченною анiзотропiєю:
найбiльш типовi залежностi втрат потужностi вiд частот поля для рiзних
амплiтуд поля. Значення системних параметрiв такi: α = 0.1 , η = 0.006P ,
M = 338G , ̺ = +1 , hz = 0 . Моделювання у вибраному дiапазонi па-
раметрiв поля не чутливе до початкових умов. Трикутнi маркери позна-
чають однорiдну прецесiю у верхньому станi; круглi маркери позначають
однорiдну прецесiю пiсля переходу в нижнiй стан; зiрковi маркери познача-
ють неоднорiдну прецесiю; квадратнi, шестикутнi та трикутнi маркери по-
значають неоднорiдний режим з "iммобiлiзованою"легкою вiссю; маркери-
дiаманти позначають неоднорiдний режим з "iммобiлiзованою"легкою вiс-
сю.
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Рисунок 2.5 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14 i
безрозмiрною частотою Ω̃ = 0.6 . Частоти обертання для магнiтного мо-
менту та легкої осi вiдрiзняються мiж собою та не є кратними.

m намагається наздогнати вектор h , тому вiн виходить за межi площини

прецесiї та виконує коливання, подiбнi так званим нутацiям. Цi коливання

мають досить велику амплiтуду, i їх частота не кратна частотi поля. Тобто,

коливання вiдбуваються асинхронно з полем. У випадку фiксованої наноча-

стинки така ж поведiнка була описана у роботi [65], умови генерацiї такого

режиму обговоренi у роботi [63]. Для випадку жорсткого диполя данi пи-

тання вичерпно описанi у [70]. Коли ж i легка вiсь, i магнiтний момент не

фiксованi жорстко, такi коливання вiдбуваються з певними особливостями.

По-перше, для реалiстичної системи параметри амплiтуди коливань легкої

осi та середнє значення їх значно меншi, нiж для m . По-друге, як видно з

масштабiв осi в (див. Рис. 3.3), частота обертання n менша, нiж для m .

Рiзнi частоти обертання в неоднорiдному режимi є цiкавим результатом,

оскiльки для однорiдної прецесiї це не спостерiгається.

З подальшим збiльшенням частоти середнє положення вектора n де-

монструє дрейф, який може вiдбуватися по-рiзному. Природно, що завдя-

ки анiзотропiї вектор m також бере участь у дрейфi. Перший сценарiй

дрейфу є чисто хаотичним, коли i середнє положення, i коливання навколо

середнього положення є нерегулярнi. При цьому швидкiсть дрейфу набага-



28

1.1064

1.1068

1.1072

1.1076

1.1080

1.1084

98 174 760 98 174 800 98 174 840 98 174 880

reduced !me

polar angle of easy axis

13 667 934.50

13 667 935.00

13 667 935.50

13 667 936.00

13 667 936.50

13 667 937.00

13 667 937.50

98 174 760 98 174 800 98 174 840 98 174 880

reduced !me

azimuthal angle of magne!c moment

6.947725E+02

6.947730E+02

6.947735E+02

6.947740E+02

6.947745E+02

6.947750E+02

98 174 760 98 174 800 98 174 840 98 174 880

reduced !me

azimuthal angle of easy axis

0.00E+00

5.00E-01

1.00E+00

1.50E+00

2.00E+00

2.50E+00

3.00E+00

98 174 760 98 174 800 98 174 840 98 174 880

reduced !me

polar angle of magne!c moment

Рисунок 2.6 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14 i
безрозмiрною частотою Ω̃ = 0.64 . Цей режим є чисто хаотичним через
повiльний хаотичний дрейф усередненого положення магнiтного моменту
i легкої осi та нерегулярних коливань магнiтного моменту навколо легкої
вiсi.

то менша, нiж частота коливань. Цей режим зображений на рисунку (3.4).

Тут порушення детермiнiстичного характеру сценарiю особливо виражене

для часової еволюцiї азимутального кута магнiтного моменту. Таку хаоти-

чну картину ранiше спостерiгали у чисельних дослiдженнях для фiксованої

наночастикни та внутрiшньої магнiтної динамiки [71–73].

Для бiльших частот вiдбувається трансформацiя типу руху. Тут трен-

ди векторiв m i n залишаються хаотичними, але коливання стають пра-

ктично регулярними, а їх частоти збiгаються з частотою поля, див. Рис. 3.5

Масштаб графiкiв рисунка не дає бачити, що дрейф середнiх положень ве-

кторiв m i n виконується в широкому дiапазонi координат, i можна роз-

рахувати, що цi середнi положення дуже близькi один до одного.

Наступний режим є регулярним, хоча зберiгає деякi властивостi по-

переднiх двох режимiв. Тут повiльний дрейф має мiсце лише для азиму-

тальних кутiв векторiв m i n , тодi як полярнi кути демонструють лише

коливання. Дрейф вектора n добре простежується з рисунка 3.6, в той час

як дрейф m не помiтний у масштабi рисунка. Тим не менш, вiн iснує через

анiзотропний зв’язок анiзотропiї. Цей режим типовий близько до резонан-
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Рисунок 2.7 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14 i
безрозмiрною частотою Ω̃ = 0.67 . Цей режим є хаотичним через повiльний
хаотичний дрейф усередненого положення магнiтного моменту та легкої
осi.

сної частоти. У разi обраних параметрiв для безрозмiрної амплiтуди поля

0.14 вона реалiзується в дiапазонi безрозмiрних частот 0.77-0.96. Залежно-

стi вiд початкових умов та значення кроку за часом не спостерiгалось. Це

дозволяє нам констатувати, що цей режим є регулярним.

Характер останнiх режимiв пов’язаний з переорiєнтацiєю векторiв m

i n пiд дiєю обертового поля. Незважаючи на початковi умови вибору по-

лярних кутiв, близьких до нуля, стабiльнi режими прецесiї iснують лише в

околицях π . Тобто, полярний кут магнiтного моменту долає шлях, близь-

кий до π . Природно, що однорiдна прецесiя тут є стабiльною. Однак, зав-

дяки вузьким прецесiйним конусам, легка вiсь може уникнути обертання

i натомiсть виконує лише коливання, див. Рис. 3.7. Схоже, що цей режим

є дуже тривалим перехiдним процесом, але навiть у цьому випадку з пра-

ктичної точки зору, доцiльно трактувати таку ситуацiю як певний окремий

режим. Нарештi, чистий режим однорiдної прецесiї можна досягти швидше

на бiльшiй частотi, див. Рис. 3.8. Зауважимо, що порiвняно з попереднiм

випадком тут залишковi коливання, що є наслiдком перехiдного процесу,

на порядок меншi. Це пiдтверджує обґрунтованiсть припущення про iсну-

вання додаткового нелiнiйного режиму перед звичним лiнiйним – режимом
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Рисунок 2.8 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14
i безрозмiрною частотою Ω̃ = 0.76 . Цей режим регулярний. Повiльний
дрейф усередненого положення магнiтного моменту та легкої осi вiдбуває-
ться лише за азимутальними кутами.

однорiдної прецесiї.

Нарештi, останнiм спостережуваним прикладом нелiнiйної поведiнки

є так званий промiжний або режим вторинної однорiдної прецесiї. Вiн ге-

нерується завдяки вiдновленню стiйкостi. Власне кажучи, весь нелiнiйний

тип руху виникає тодi, коли однорiдна прецесiя не задовольняє критерiям

стiйкостi в деяких дiапазонах значень частоти та амплiтуди поля. I дiапазо-

ни, де однорiдна прецесiя стабiльна, можуть чергуватися з нестабiльними

дiапазонами. Цей ефект добре вiдомий i для нерухомої частинки був опи-

саний у роботi [65]. Перехiд до вторинного однорiдного режиму прецесiї

вiдбувається рiзко при найменшiй змiнi параметрiв поля поблизу точки

переходу. У нашому випадку для обраних параметрiв точка переходу зна-

ходиться поблизу вiд h = 0.14 i Ω̃ = 0.63 , а вторинна однорiдна прецесiя

межує з неоднорiдними та хаотичними режимами. Але можна припустити,

що можливий перехiд у вторинний однорiдний режим iз звичайної однорi-

дної прецесiї. У такому випадку перехiд супроводжується стрибками кутiв

прецесiї.
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Рисунок 2.9 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14 i
безрозмiрною частотою Ω̃ = 1.15 . Магнiтний момент здiйснює однорiдну
прецесiю, тодi як легка вiсь здiйснює лише коливаннях. Це може бути три-
валий перехiдний процес.
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Рисунок 2.10 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14 i
безрозмiрною частотою Ω̃ = 1.45 . Магнiтний момент та легка вiсь здiй-
снюють однорiдну прецесiю у нижньому станi.
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3 КУТОВI ТРАЄКТОРIЇ ТА ДИСИПАЦIЯ ЕНЕРГIЇ

3.1 Зв’язана динамiка наночастинки, зваженої в рiдинi, та

її магнiтного моменту

Коли трансляцiйний рух наночастинки вiдсутнiй, як у випадку фiксо-

ваної наночастинки, так i у випадку жорсткого диполя iснує два режими

сталої динамiки магнiтного моменту m , iндукованих зовнiшнiм полем ви-

гляду (1.1) [63–65]. Перший режим - це однорiдна прецесiя, коли магнiтний

момент (або легка вiсь) обертаються слiдом за вектором поля з певним ста-

лим кутом вiдставання та кутом прецесiї. Другий режим - це неоднорiдна

прецесiя, за якого магнiтний момент обертається з частотою не кратною

зовнiшнiй, а кут прецесiї зазнає перiодичних змiн. Є пiдстави припускати,

що подiбний стан речей збережеться i у випадку у випадку сумiсної ди-

намiки магнiтного момента наночастинки та її легкої вiсi. Проте, є також

i пiдстави сподiватися на виявлення нових прецесiйних режимiв, зокрема,

хаотичних, як це, наприклад, має мiсце пiд час дiї лiнiйно-поляризованого

поля на фiксовану наночастинку [57].

То розпочинати варто з перевiрки iснування найпростiшого режиму -

режиму однорiдної прецесiї. Якщо вiн iснує, тодi стацiонарний розв’язок

системи рiвнянь (1.13), (1.14) можна подати у такiй формi ϕ = ̺Ωt− ϕ1 ,

ϑ = ϑ1 , φ = ̺Ωt − φ1 , θ = θ1 (див. Рис. 3.1). Щоб вiднайти невiдомi

константи ϕ1 , φ1 and ϑ1 , θ1 , що репрезентують кути прецесiї та вiдстава-

ння, було використано умову вiдсутностi руху магнiтного моменту вiдносно

кристалiчної решiтки наночастинок у виглядi

ṁ−ω×m = 0. (3.1)

Якщо пiдставити рiвняння (3.1) у друге рiвняння системи (1.13) та знехту-

вати доданком, що вiдповiдає за момент iнерцiї, нескладно отримати

0 = Ωcr(m× n)(mn) +ω. (3.2)

Далi, коли ввести до розгляду нову координатну систему x′′y′′z′′ , що здiй-

снює обертання разом iз зовнiшнiм полем, як це схематично проiлюстрова-
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Рисунок 3.1 – Схематичне зображення поведiнки векторiв n , m та систем
координат, що використовуються для опису режиму прецесiї

но на рисунку 3.1, то подання кутової швидкостi буде напрочуд простим

ω
′′ = (−̺Ω sin θ1, 0, 0) . (3.3)

Однак це породжує iншу проблему: вираз для динамiки магнiтного момен-

ту (1.14) не може бути так само легко поданим у зазначенiй новiй системi

координат. Тому потрiбно записати явну форму всiх векторiв, що входять

у рiвняння (1.14) лабораторнiй системi координат. I складнiсть виникає са-

ме iз явним виглядом кутової швидкостi, або пошуку нового вигляду (3.3).

Для виконання необхiдних перетворень використовують матрицю повороту

у виглядi

C−1 =




cos θ1 cosΦ1 − sinΦ1 sin θ1 cosΦ1

cos θ1 sinΦ1 cosΦ1 sin θ1 sinΦ1

− sin θ1 0 cos θ1


 , (3.4)

де Φ1 = ̺Ωt− φ1 . Далi введемо таке позначення

F1 = sin θ1 sinϑ1 cos(φ1 − ϕ1) + cos θ1 cosϑ1 (3.5)
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та за його допомогою перепишемо компоненти векторiв ω , m i n в лабо-

раторнiй системi використовуючи матрицю повороту (3.4). У такий спосiб

отримаємо систему алгебраїчних рiвнянь

− sinϑ1 sinϕ1

(
̺Ω

Ωr
− hz

)
=sin θ1 cos θ1 cosφ1

̺Ω

Ωcr
,

h sinϑ1 sinϕ1=sin2 θ1
̺Ω

Ωcr
,

F1 sin(ϑ1 − θ1) sinϕ1=sinϑ1

(
̺Ω

Ωr
− hz

)
,

F1 sin θ1 sin(ϕ1 − φ1)=h sinϕ1. (3.6)

Далi, пряме iнтегрування рiвнянь (1.4) з врахуванням подання векторiв m

та n у сферичних координатах

ṁ = (−̺Ω sinϑ1 sinΨ1, ̺Ω sinϑ1 cosΨ1, 0), (3.7)

n = (sin θ1 cosΦ1, sin θ1 sinΦ1, cos θ1), (3.8)

де Ψ1 = ̺Ωt − ϕ1 , отримуємо вираз для потужностi втрат для режиму

однорiдної прецесiї

Q̃ = 2̺Ω̃ sinϑ1 sinϕ1. (3.9)

Тут, Ω̃ = Ω/Ωr1 .

Вираз для чисельного обчислення втрат потужностi, який дозволить

верифiкувати аналiтичнi розрахунки (3.9) отримується також з використа-

нням спiввiдношення (1.4) та подання векторiв m and n у сферичних ко-

ординатах. Введемо параметр τ̃ = τΩr1 (який потiм буде вибраний як 105

пiд час моделювання) i перепишемо виразi для компонент поля в дискретнi

моменти часу, або у виглядi так званої рiзничної схеми

Q̃=
1

N

N∑

i=1

[
hxi(cosϑi cosϕi∆ϑi − sinϑi sinϕi∆φi)

+hyi(cosϑi sinϕi∆θi + sinϑi cosϕi∆ϕi)

−hzi sinϑi∆ϑi

]
, (3.10)

де N = τ̃ /∆t̃ – кiлькiсть часових крокiв на один перiодi зовнiшнього поля,
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∆t̃(≪ 1/Ω̃) – значення кроку часу в процедурi чисельного розрахунку,

ϑi = ϑ(t̃i) , ϕi = ϕ(t̃i) , ∆ϑi =
∂ϑ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ , ∆ϕi =

∂ϕ(t̃i)

∂t̃
∆t̃ ,

hxi = h cos(̺Ω̃t̃i) + Fi sin θi cosφi,

hyi = h sin(̺Ω̃t̃i) + Fi sin θi sinφi,

hzi = hz + Fi cos θi, (3.11)

тут Fi = F (t̃i) , θi = θ(t̃i) , φi = φ(t̃i) .

Наявнiсть додаткового ступеня вiльностi забезпечує бiльш цiкавий та

складний характери магнiтної динамiки наночастинки. По-перше, як i для

моделей фiксованої наночастинки, так i для моделi жорсткого диполя, для

випадку наночастинки зi скiнченною анiзортопiєю буде формуватися зви-

чайний неоднорiдний або квазiперiодичний режим, який характеризується

змiнами кутiв прецесiї з частотою, що не кратна частотi поля. Такий тип

руху ще називають або нутацiями. По-друге, як i у випадку фiксованої

наночастинки, може вiдбуватися т.з. перемикання мiж двома однорiдни-

ми режимами, що характеризується рiзними орiєнтацiями напрямку її ма-

гнiтного моменту. На додачу, реалiзується ще один цiкавий режим. коли

вiн реалiзується, наночастинка як цiле майже не рухається, тодi як ма-

гнiтний момент здiйснює коливання: кути ϑ i ϕ вектора m змiнюються

синхронно разом iз зовнiшнiм полем без постiйної складової, що може бути

виявленою, кути ж θ i φ вектора n при цьому практично дорiвнюють

константам, з незначним результуючим рухом в напрямку обертання зов-

нiшнього поля. Такий тип руху досить поширений i реалiзується в широ-

кому дiапазонi параметрiв поля. Вiн виникає i в нижньому, i у верхньому

положеннi наночастинки, i в околi площини поляризацiї зовнiшньої поля.

Переходи мiж зазначеним типами руху проявляються у стрибкоподiбних

змiнах залежностi потужностi втрат Q̃(Ω̃) . Так, наприклад, перемикання

мiж двома однорiдними режимами з переорiєнтацiєю наночастинок при-

зводить до зменшення втрат потужностi, щонайменше, на один порядок.

Найбiльш типовi залежностi Q̃(Ω̃) показанi на рисунку 3.2.
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Рисунок 3.2 – Нагрiвання наночастинок: типовi залежностi величини
втрат потужностi вiд частоти поля для визначених амплiтуд. Значення
параметрiв системи наступнi: α = 0.1 , η = 0.006P , M = 338G , ̺ = +1 ,
hz = 0 . Чисельнi розрахунки у вибраному дiапазонi параметрiв поля не
залежать вiд початкових умов моделювання. Трикутними маркерами вiд-
мiченi дiлянки, що репрезентують однорiдну прецесiю у верхньому станi;
круглими маркерами вiдмiченi дiлянки, що репрезентують однорiдну пре-
цесiю пiсля переходу в нижнiй стан; маркери-зiрки репрезентують дiлянки
з неоднорiдною прецесiєю; квадратнi, шестикутнi та трикутнi маркери ре-
презентують неоднорiдний режим з "нерухомою"легкою вiссю.
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3.2 Режими прецесiйного руху для наночастики зi скiнчен-

ною анiзотропiєю

Як кути прецесiї, так i кути вiдставання зростають з частотою та ам-

плiтудою зовнiшнього поля. Тому однорiдна прецесiя, яка генерується для

малих частот та порiвняно малих амплiтуд має втрачати стабiльний хара-

ктер. I реалiзується механiзм, який можна вербалiзувати так. Магнiтний

момент m намагається наздогнати вектор зовнiшнього поля h , як наслi-

док, виходить за межi конусу прецесiї та починає виконувати коливання

змiнюючи кут прецесiї перiодично. Цi коливання мають досить велику ам-

плiтуду, i вони вiдбуваються асинхронно iз обертанням зовнiшнього поля.

У випадку фiксованої наночастинки подiбне явище детально описувалось у

роботi [65], а умови генерацiї такого режиму також детально поясненi у [63].

Для моделi ж жорсткого диполя такий режим вичерпано охарактеризова-

ний у роботi [70]. Якщо ж i вiсь анiзотропiї, i магнiтний момент не фiксо-

ванi жорстко та можуть здiйснювати сумiсний рух, неоднорiдний режим

реалiзується з деякими особливостями. По-перше, для реальних значень

параметрiв системи, амплiтуди коливань легкої осi та середнє значення її

положення значно меншi, нiж для магнiтного моменту m . По-друге, як ви-

дно з масштабiв (див. Рис. 3.3), частота обертання вiсi анiзотропiї n менша,

нiж для m . Рiзнi частоти обертання намагнiченостi та легкої вiсi наноча-

стинки в неоднорiдному режимi є нетривiальним результатом, оскiльки у

випадку однорiдної прецесiї данi частоти цiлком збiгаються.

З подальшим збiльшенням частоти поля середнє положення вектора

магнiтного моменту n починає змiщуватися, або дрейфувати за полем,

що може вiдбуватися по-рiзному. Завдяки анiзотропiї вектор m також бу-

де брати участь у такому дрейфi. Перший сценарiй дрейфу є хаотичним,

за якого i середнє положення кожного вектору, i коливання навколо сере-

днiх положень векторiв будуть нерегулярними. Зауважимо, що При цьому

для кожного вектору швидкiсть дрейфу середнього положення є набагато

меншою порiвняно з частотою коливань навколо цього положення. Саме

такий прецесiйний режим показаний на рисунку (3.4). Тут порушення ре-

гулярного характеру руху особливо виражене для азимутального кута ϕ

магнiтного моменту m . Зауважимо, що подiбну хаотичну динамiку ранiше

спостерiгали у чисельних дослiдженнях для внутрiшньої магнiтної динамi-
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Рисунок 3.3 – Часовi залежностi кутових координат магнiтного моменту
та оiсi анiзотропiї наночастинки, пiд дiєю циркулярно поляризованого по-
ля виду (1.1) з приведеною амплiтудою h = 0.14 i приведеною амплiтудою
частотою Ω̃ = 0.6 . Частоти обертання для магнiтного моменту та легкої
осi вiдрiзняються мiж собою та не є кратними, що видно з масштабiв вер-
тикальних осей графiкiв праворуч.
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Рисунок 3.4 – Часовi залежностi кутових координат магнiтного моменту
та оiсi анiзотропiї наночастинки, пiд дiєю циркулярно поляризованого поля
виду (1.1) з приведеною амплiтудою h = 0.14 i приведеною частотою Ω̃ =
0.64 . Цей режим є виключно хаотичним через повiльний хаотичний дрейф
усереднених положень i магнiтного моменту, i осi анiзотропiї, а також, через
нерегулярнi коливання магнiтного моменту навколо осi анiзотропiї.
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ки фiксованої наночастикни, (див. роботи [71–73]).

Пiд час зростання частоти вiдбувається наступна трансформацiя ха-

рактеру руху. I далi тренди або середнi положення векторiв m i n зали-

шаються хаотичними, але коливання стають практично регулярними, а їх

частоти збiгаються з частотою поля, див. Рис. 3.5 Нажаль, масштаб гра-

фiкiв рисунка не дозволяє розпiзнати, що дрейф трендiв векторiв m i n

має мiсце для широкого дiапазону координат, i можна розрахувати, що цi

середнi положення будуть досить сильно корельованi.

Наступний режим прецесiї, напроти, є знову регулярним, хоча i зберi-

гає при цьому деякi властивостi попереднiх двох режимiв. Тут повiльний

дрейф тренду спостерiгається лише для азимутальних кутiв векторiв m

i n , але при цьому їх полярнi кути виконують лише коливання. Дрейф

вектора осi анiзотропоiї n добре видно з рисунка 3.6, в той час як дрейф

магнiтного моменту m не помiтний у масштабi осей на рисунку. Тим не

менш, вiн зобов’язаний iснувати через анiзотропний зв’язок магiнтної та

механiчної пiдсистем. Цей режим характерний для резонанчних частот та

близьких до них. Для приведеної амплiтуди поля вибраної на рiвнi 0.14 вiн

реалiзується в дiапазонi приведених частот 0.77− 0.96 . Залежностi вiд по-

чаткових умов та значення кроку дискретизацiї за часом не спостерiгалися.

Таким чином, можна стверджувати, що описаний режим є регулярним.

Характер останнiх детектованих режимiв генерується завдяки пере-

орiєнтацiї векторiв магнiтного моменту m та осi анiзотропiї n пiд дiєю

циркулярно поляризованого поля. Незалежно вiд вибору початкових умов

щодо полярних кутiв, стабiльнi режими прецесiї для певних занчень амплi-

туд та частот iснують лише в околицях прецесiйного кута π . Тобто, поляр-

ний кут магнiтного моменту може подолати шлях, близький до π потягом

перехiдного процесу задля досягнення стацiонарної траєкторiї. I хоч одно-

рiдна прецесiя тут є стабiльною, завдяки надто вузькому конусу прецесiї

в околi π , вiсь анiзотропiї може досить довго не досягати прецесiйної та

здiйснювати лише коливання, див. Рис. 3.7. Є пiдстави вважати, що цей

режим є перехiдним процесом великої тривалостi, але з практичної точки

зору логiчно розглядати такий тип руху як окремий режим. За збiльшен-

ня частоти зовнiшнього поля зазначений перехiдний процес завершується

швидше i стацiонарний розв’язок являє собою "чистий"режим однорiдної
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Рисунок 3.5 – Часовi залежностi кутових координат магнiтного моменту
та оiсi анiзотропiї наночастинки, пiд дiєю циркулярно поляризованого поля
виду (1.1) з приведеною амплiтудою h = 0.14 та приведеною частотою
Ω̃ = 0.67 . Даний режим є хаотичним, оскiльки спостерiгається повiльний
хаотичний дрейф усереднених положень (трендiв) i магнiтного моменту i
осi анiзотропiї.

прецесiї, див. Рис. 3.8. Але i в цьому випадку, як i ранiше, до прецесiї до-

даються залишковi коливання. Щоправда, тут даний наслiдок перехiдного

процесу на порядок менше виражений. I це ще один аргумент на користь

припущення про iснування помiжного нелiнiйного режиму перед звичним

лiнiйним – режимом однорiдної прецесiї.

Нарештi, останнiм спостережуваним прикладом нелiнiйної поведiнки

є так званий промiжний або режим вторинної однорiдної прецесiї. Вiн гене-

рується завдяки вiдновленню стiйкостi пiсля зростання частоти або амплi-

туди поля. Всi нелiнiйнi режими динамiки виникають внаслiдок того, що

критерiї стiйкостi для однорiдної прецесiї перестають бути справедливими

в певних iнтервалах значень частоти та амплiтуди зовнiшнього поля. Тому

iнтервали, де реалiзується однорiдна прецесiя можуть чергуватися з iнтер-

валами рiзних нелiнiйних режимiв. Подiбний ефект для магнiтної динамiки

фiксованої наночастинки добре вiдомий i ранiше описувався у роботi [65].

Перехiд вiд звичайного прецесiйного режиму до вторинного однорiдного

режиму прецесiї вiдбувається раптово за найменшої змiни параметрiв поля

поблизу точки переходу. У нашому моделюваннi для обраних параметрiв
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Рисунок 3.6 – Часовi залежностi кутових координат магнiтного моменту
та оiсi анiзотропiї наночастинки, пiд дiєю циркулярно поляризованого по-
ля виду (1.1) з приведеною амплiтудою h = 0.14 i приведеною частотою
Ω̃ = 0.76 . Даний режим є регулярним. Повiльний дрейф усередненого по-
ложення магнiтного моменту та осi анiзотропiї здiйснюється лише за ази-
мутальними кутами.
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Рисунок 3.7 – Часовi залежностi кутових координат магнiтного моменту
та оiсi анiзотропiї наночастинки, пiд дiєю циркулярно поляризованого поля
виду (1.1) з приведеною амплiтудою h = 0.14 i приведеною частотою Ω̃ =
1.15 . Магнiтний момент здiйснює однорiдну прецесiю, тодi як легка вiсь
здiйснює лише коливаннях. Це може бути тривалий перехiдний процес.



42

3.1400

3.1420

3.1440

3.1460

3.1480

3.1500

6 462 704 6 462 714 6 462 724 6 462 734 6 462 744

reduced !me

polar angle of easy axis

6 943 000

6 943 020

6 943 040

6 943 060

6 943 080

6 462 704 6 462 714 6 462 724 6 462 734 6 462 744

reduced !me

azimuthal angle of magne!c moment

1 286 330

1 286 350

1 286 370

1 286 390

1 286 410

6 462 704 6 462 714 6 462 724 6 462 734 6 462 744

reduced !me

azimuthal angle of easy axis

3.0000

3.0200

3.0400

3.0600

3.0800

3.1000

6 462 704 6 462 714 6 462 724 6 462 734 6 462 744

reduced !me

polar angle of magne!c moment

Рисунок 3.8 – Часовi еволюцiї кутових координат наночастинки, збуджу-
ваної обертовим полем виду (1.1) з безрозмiрною амплiтудою h = 0.14 i
безрозмiрною частотою Ω̃ = 1.45 . Магнiтний момент та легка вiсь здiй-
снюють однорiдну прецесiю у нижньому станi.

точка переходу знаходиться поблизу вiд h = 0.14 i Ω̃ = 0.63 , i даний ре-

жим межує також з неоднорiдними та хаотичними режимами. Однак також

можливий перехiд у вторинний однорiдний режим iз звичайної однорiдної

прецесiї. Такий перехiд супроводжується стрибками кутiв прецесiї.
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4 СТАЛЕ У ЧАСI ГРДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ

4.1 Рiвняння руху

Ми вивчаємо спрямований транспорт феромагнiтної наночастинки,

яка має форму сфери радiусом a , зважена у в’язкiй рiдинi, та має нама-

гнiченiсь M = M(t) , де |M| = M = const . Радiус частинки покладається

досить малим, для того, щоб ї їможна було вважати повнiстю однодомен-

ною, i в той же час настiльки великим, що можна знехтувати взаємодiєю

з термостатом (для рiзних матерiалiв справедливiсть та адекватнiсть цих

умов, проаналiзовано у роботi [74] та у наведених посиланнях). На дода-

чу, магнiтне поле анiзотропiї припускається досить великим, для того, щоб

частинка могла розглядатися в рамках моделi жорсткого диполя. У цьому

наближеннi намагнiченiсть частинки вважається завжди спрямованою за

напрямком легкої вiсi частинки i, отже, намагнiченiсть можна розглядати

як змiнну у вiдомому кiнематичному рiвняннi

Ṁ = ω ×M, (4.1)

де ω = ω(t) – вектор кутової швидкостi наночастинки, знак × озна-

чає векторний добуток, а крапка над вектором означає похiдну за часом

t . Також робиться припущення, що радiус-вектор центру наночастинки

R = R(t) змiнюється дуже повiльно, що похiдна вiд намагнiченостi Ṁ

обчислюється як для фiксованого радiус-вектора R .

Розглядається ситуацiя, коли частинка перебуває пiд впливом як ста-

лого однорiдного H⊥ , так i змiнного у просторi градiєнтного Hg магнiтних

полiв:

H⊥ = H⊥ey, Hg = gRx sin(Ωt+ φ)ex. (4.2)

Тут H⊥(≥ 0) – величина напруженостi однорiдного магнiтного поля,

g (> 0) – градiєнтне магнiтне поле Hg , Rx - x компонента вектора R ,

а ex , ey та ez – одиничнi вектори вздовж вiдповiдних осей декартової

системи координат xyz . Варто зауважити, що стале у частi та просторi

поле H‖ = H‖ex разом iз градiєнтним полем Hg дiють як модифiковане

(змiщене) градiєнтне магнiтне поле g(Rx+H‖/g)ex , або H‖ здiйснює зсув

позицiї, у якiй виконується умова Hg = 0 . Отже, без втрати загальностi,



44

на цьому етапi цiлком можна припустити, що H‖ = 0 .

Щоб описати динамiку намагнiченостi у полях розглянутого вигля-

ду вважається, що вектор намагнiченостi наночастинки M знаходиться у

площинi xy :

M = M(cosϕ ex + sinϕ ey), (4.3)

де ϕ = ϕ(t) є азимутальним кутом вектора M . З кiнематичного рiв-

няння випливає зв’язок мiж цим кутом та кутовою швидкiстю частинки

визначається тривiальним виразом

ϕ̇ = ωz. (4.4)

Далi записуються рiвняння поступальної та обертальної динамiки на-

ночастинки, що зважена у в’язкiй рiдинi. Через малий розмiр об’єкту iнер-

цiйними властивостями доцiльно знехтувати (дивись нижче). Отже, зберi-

гаючи лише доданки, якi вiдповiдають за рух та наявне тертя, цi рiвняння

можна записати у виглядi рiвняння балансу сил, fd + ff = 0 , та балансу

обертальних моментiв, td + tf = 0 . Тут fd – рушiйна сила, що виникає

внаслiдок градiєнтного магнiтного поля, ff – сила тертя, td – рушiйний

момент, що утворюється результуючим магнiтним полем H⊥ + Hg , а tf

– момент сили тертя. З огляду на те, що як рушiйна сила, так i обер-

тальний момент можуть бути легко визначенi як fd = V (M · ∂/∂R)Hg

(V = 4πa3/3 – об’єм частинки, крапка позначає скалярний добуток) i

td = VM× (H⊥ +Hg) та пiсля здiйснення необхiдних обчислень за допо-

могою виразiв (4.2) i (4.3), наведенi вище рiвняння можуть бути переписанi

як

MV g cosϕ ex + ff = 0 (4.5)

i

MV (H⊥ cosϕ− gRx sinϕ) ez + tf = 0. (4.6)

Оскiльки явнi вирази для ff i tf загалом невiдомi, нижче ми розгля-

даємо лише випадок малих чисел Рейнольдса (для наночастинок ця умова

не є занадто обмежувальною).
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4.1.1 Випадок малих чисел Рейнольдса

Числа Рейнольдса для поступального та обертального рухiв, визнача-

ються вiдповiдно як Re = 2ρa|v|/η та Reω = ρa2|ω|/η , вiдiграють найва-

жливiшу роль у знаходженнi ff i tf . Тут ρ – густина рiдини, v = v(t)

– поступальна швидкiсть частинки, а η – в’язкiсть рiдини (динамiчна).

Якщо данi параметри вибранi таким чином, що Re ≪ 1 i Reω ≪ 1 , потiк

рiдини, що обтiiкає частинку, та який, iндукований її рухом, є ламiнарним

i, згiдно з [75], ff = −6πηav i tf = −8πηa3ω . Скористаємося останнiм

виразом та з спiввiдношення (4.6) знаходимо ω = ωzez , де

ωz =
M

6η
(H⊥ cosϕ− gRx sinϕ). (4.7)

Потiм, пiдстановкою (6.6) у (6.11), можна отримати рiвняння для ази-

мутального кута вектора намагнiченостi:

ϕ̇− ω⊥ cosϕ+ ωgrx sinϕ = 0, (4.8)

ω⊥ =
MH⊥

6η
, ωg =

Mga

6η
(4.9)

– характернi частоти, що виникають вiдповiдно з однорiдного та градi-

єнтного магнiтних полiв. Не втрачаючи загальностi, вважається, що азиму-

тальний кут у початку вiдлiку часу (початковий азимутальний кут)ϕ(0) =

ϕ0 задовольняє умовi ϕ0 ∈ [0, π] .

Одержане вище рiвняння (4.5) з ff демонструє, що швидкiсть наноча-

стинки v має лише компоненту вздовж вiсi x

vx = v0 cosϕ, (4.10)

де

v0 =
2Mga2

9η
=

4

3
ωga (4.11)

– так звана характерна швидкiсть наночастинки. З використанням ви-

разiв (4.10) та (4.11), легко одержати

rx = rx0 +
4

3
ωg

∫ t

0

cosϕ(t′)dt′ (4.12)
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з rx0 = rx(0) , що єнiчим iншим, як початковим положенням наноча-

стинки.

Система рiвнянь (4.8) та (6.33) у сукупностi з початковими значен-

нями координат частики ϕ0 i rx0 повнiстю описує її обертальну та по-

ступальну динамiку. Вiдповiдно до (6.33), рiвняння (4.8) є iнтегрально-

диференцiальним (оскiльки напруженiсть градiєнтного магнiтного поля,

яке дiє на частинки, змiнюється пiд час їх поступального руху). Перепи-

савши його у формi

ϕ̇− ω⊥ cosϕ

sinϕ
= −ωgrx (4.13)

i взявши похiдну вiд часу вiд обох частин, рiвняння (4.13) длоцiльно

привести до автономного диференцiального рiвняння другого порядку

ϕ̈ sinϕ− ϕ̇2 cosϕ + ω⊥ϕ̇+
4

3
ω2
g sin

2 ϕ cosϕ = 0. (4.14)

Як показує (4.8), розв’язок (4.14) повинно задовольняти початковим

умовам ϕ(0) = ϕ0 i

ϕ̇(0) = ω⊥ cosϕ0 − ωgrx0 sinϕ0. (4.15)

4.2 Динамiка наночастинок

Оскiльки аналiз динамiки наночастинок у випадках вiдсутностi та при-

сутностi однорiдного магнiтного поля H⊥ вiдрiзняється, ми розглянемо цi

випадки окремо.

4.2.1 Динамiка наночастинок при H⊥ = 0

Оскiльки для випадку, що розглядається, ω⊥ = 0 , нелiнiйне дифе-

ренцiальне рiвняння другого порядку (4.14) легко переписати у виглядi

лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку для q = ϕ̇2 . Справ-

дi, якщо подати q як функцiю кутової координати ϕ , тобто q = q(ϕ) , i

приймаючи до уваги, що q′ϕ = 2ϕ̈ ( q′ϕ = dq/dϕ ), вираз (4.14) можна пере-

писати як
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q′ϕ sinϕ− 2q cosϕ+
8

3
ω2
g sin

2 ϕ cosϕ = 0 (4.16)

Вiдповiдно до виразу (4.15), розв’язок даного рiвняння повинен задо-

вольняти вищезазначенiй умовi q(ϕ0) = q0 , де

q0 = ω2
gr

2
x0 sin

2 ϕ0. (4.17)

Загальний розв’язок рiвняння (4.16) записується у такому виглядi (ди-

вись, наприклад, формулу (13.1.4) у [76]):

q = C sin2 ϕ−
4

3
ω2
g sin

2 ϕ ln sin2 ϕ, (4.18)

де C – деяка константа iнтегрування, що потребує встановлення з

умови (4.17),

C = ω2
gr

2
x0 +

4

3
ω2
g ln sin

2 ϕ0, (4.19)

та за допомогою (4.11), розв’язок рiвняння (4.18) можна переписати у

виглядi

q = ω2
g

(
r2x0 −

4

3
ln

sin2 ϕ

sin2 ϕ0

)
sin2 ϕ. (4.20)

З цього та рiвняння (4.8), яке за умови H⊥ = 0 має розв’язком q =

ϕ̇2 = ω2
gr

2
x sin

2 ϕ , отримуємо, нарештi, спiввiдношення

r2x = r2x0 −
4

3
ln

sin2 ϕ

sin2 ϕ0

, (4.21)

яке буде вiдiгравати iстотну роль в усьому подальшому аналiзi динамiки

наночастинки, зваженої в рiдинi пiд дiєю зовнiшнiх полiв зазначених типiв.

Варто почати аналiз iз зауваження, що величина початкової кутової

швидкостi ϕ̇(0) = −ωgrx0 sinϕ0 визначається початковим положенням на-

ночастинки rx0 . Разом iз виразом (4.8), що вiдповiдно до (4.21) та з ура-

хуванням останнього факту, може бути подано як

ϕ̇ = −sgn (rx)ωg

(
r2x0 −

4

3
ln

sin2 ϕ

sin2 ϕ0

)1/2

sinϕ (4.22)
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[ sgn (x) = ±1 , якщо x ≷ 0 ], значить, що лiнiйна швидкiсть нано-

частинки vx = v0 cosϕ за умови t 6= 0 також залежить вiд величини

rx0 (у зв’язку з цим варто нагадати, що початкове значення швидкостi

vx(0) = v0 cosϕ0 є однаковим для усiх початкових положень rx0 ). Для ви-

значеностi припускаємо, що ϕ0 ∈ (0, π/2) , i тодi з (4.22) випливає, що

азимутальний кут ϕ монотонно зменшується з часом вiд ϕ0 до 0 (i тому

vx монотонно збiльшується з v0 cosϕ0 до v0 ), якщо rx0 ≥ 0 . Iншими сло-

вами, всi частинки з rx0 ≥ 0 здiйснюють рух праворуч зi швидкостями, якi

асимптотично прямують до v0 . Крiм того, чим бiльшим є значення поча-

ткового положення частинки, тим ранiше швидкiсть наночастинки прямує

до насиченого значення v0 . З метою класифiкацiї ми позначаємо динамiку

наночастинок за rx0 ≥ 0 динамiчним режимом номер один.

Динамiчний режим номер два має мiсце для наночастинок з rx0 ∈

(−l, 0) , де

l =

(
4

3
ln

1

sin2 ϕ0

)1/2

. (4.23)

У даному випадку всi частинки також рухаються праворуч. Однак,

на вiдмiну вiд вищеописаної ситуацiї, азимутальний кут намагнiченостi ча-

стики ϕ на першому етапi збiльшується вiд початкової величини ϕ0 до

деякого ϕm < π/2 (поки не буде досягнуто певного положення, що ви-

значається як rx = 0 ), а на другому етапi монотонно зменшується асим-

птотично до 0 з часом. У цьому випадку швидкiсть дрейфу наночастинки

спочатку спадає вiд v0 cosϕ0 до v0 cosϕm , але згодом починає зростати до

v0 .

Динамiчнi властивостi коли rx0 = −l вiдповiдають третьому режиму,

який, за великим рахунком, є граничним випадком режиму номер два. Тут,

як i у попередньому випадку, частинка спочатку рухається праворуч, однак

пiсля досягнення положення, що характеризується rx = 0 i ϕm = π/2 її

рух зупиняється. Проте, варто зауважити, що цей стан нестiйкий: через

флуктуацiї частинка залишає околицi цiєї точки i рухається або лiворуч,

або праворуч.

Нарештi, динамiчний режим номер чотири умовою реалiзацiєю має

rx0 < −l . Тут азимутальний кут ϕ збiльшується монотонно з часом вiд
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початкової величини ϕ0 до π , i кожна частинка рухається праворуч лише

у часовому iнтервалi (0, ts) , що залежить вiд rx0 . При t = ts частинка

зупиняється [ vx(ts) = 0 , тобто ϕ(ts) = π/2 ] в точцi rx(ts) = −
(
r2x0− l2

)1/2
,

а потiм (коли t > ts ) рухається лiворуч, досягаючи швидкостi −v0 на

великих часових промiжках. Що стосується додатної величини початко-

вої координати rx0 > 0 , то чим бiльшим є значення |rx0| , тим швидше

досягається гранична величина швидкостi −v0 .

Слiд також зазначити, що в особливому випадку, коли ϕ0 = π/2 , ли-

ше два динамiчнi режими, перший i четвертий, можуть бути реалiзованi

вiдповiдно при rx0 > 0 i rx0 < 0 . Оскiльки в цьому випадку l = 0 , то дру-

гий i третiй режими зводяться до стану rx = rx0 = 0 , який є нестабiльним

(частинка з rx0 = 0 рухається або влiво, або вправо).

Для того, щоб проiлюструвати отриманi теоретичнi результати та пiд-

твердити їх чисельно розглянемо наночастинки SmCo5 , зваженi у во-

дi за кiмнатної температури (295K ), якi характеризуються параметра-

ми M = 1.36 × 103 emu cm−3 , ρn = 8.31 g cm−3 - густина частинок, ρ =

1 g cm−3 i η = 9.62× 10−3P . Також вибирається a = 2× 10−5 cm (крити-

чний дiаметр однодоменного стану для цих частинок становить приблизно

7.5× 10−5 cm [77]) та g = 102Oe cm−1 , знаходимо v0 = 1.26× 10−3 cm s−1

i ωg = 47.12 s−1 . За допомогою цих параметрiв, iз замiною |v| на v0 i |ω|

на MgRx/6η з |Rx| = 1 cm , визначення Re i Reω дають Re = 5.24× 10−6

та Reω = 9.8 × 10−2 . Оскiльки подання tf = −8πηa3ω виконується на-

вiть для Reω . 10 [78], використане наближення малих чисел Рейнольдса

є цiлком виправданим. Варто нагадати, що в рамках використаної моде-

лi було знехтувано iнерцiйними доданками ρnV v̇ i Jω̇ [J = (2/5)ρnV a2

– момент iнерцiї частинки] вiдповiдно в рiвняннях (4.5) та (4.6). Елемен-

тарний розрахунок показує, що пiдстави тому є, i цими доданками дiйсно

можна смiливо знехтувати коли t ≫ max{ttr, tr} , де

ttr =
2ρna

2

9η
, tr =

ρna
2

15η
(4.24)

– часи релаксацiї поступальної та обертальної динамiки. Оскiльки, вiд-

повiдно до виразу (4.24), max{ttr, tr} = ttr = 7.68 × 10−8 s , можна пе-

реконатися, що iнерцiйнi ефекти в динамiцi наночастинок SmCo5 є не-

значними вже при t ≫ 10−7 s . Нарештi, одночастинкове наближення, що
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Рисунок 4.1 – Графiки залежностi ϕ = ϕ(t) , отриманi за допомогою чи-
сельного розв’язання рiвняння (4.14) для H⊥ = 0 , ϕ0 = 0.6 rad та рi-
зних значень початкового положення частинок rx0 . Оскiльки, вiдповiдно
до (4.23), у цьому випадку l = 1.235 , значення rx0 вибранi для вiдтворен-
ня всiх передбачуваних режимiв динамiки наночастинок: rx0 = 1.0 (крива
1), rx0 = −1.0 (крива 2), rx0 = −l (крива 3) i rx0 = −1.5 (крива 4).

використовується в нашiй теоретичнiй моделi, є виправданим, тобто магнi-

тною диполь-дипольною та гiдродинамiчною взаємодiями можна знехтува-

ти, якщо середня вiдстань d мiж наночастинками досить велика. Зокрема,

енергiя диполь-дипольної взаємодiї двох частинок, (MV )2/d3 , є незначною

порiвняно з енергiєю частинок в градiєнтному магнiтному полi, MV |Hg| ,

якщо d ≫ (4πM/3g|Rx|)
1/3a . У той же час умова малостi гiдродинамiчної

взаємодiї, яка виконується, коли об’ємна частка наночастинок мала, тобто

V/d3 ≪ 1 , не є настiльки обмежувальною: d ≫ (4π/3)1/3a .

На рисунку 4.1 показано залежнiсть азимутального кута ϕ намагнi-

ченостi наночастики вiд безрозмiрного часу ωgt для рiзних значень поча-

ткового положення rx0 .

Вони подають всi чотири вищеописанi режими поведiнки функцiї ϕ =

ϕ(t) , за умови rx0 ≥ 0 (режим номер один, крива 1), rx0 ∈ (−l, 0) (режим

номер два, крива 2), rx0 = −l (режим номер три, крива 3) i rx0 < −l

(режим номер чотири, крива 4). Рисунок 4.2 iлюструє часову залежнiсть
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обезрозмiреної координати частинки rx за тих самих умов, що i на рисунку

4.1.

Рисунок 4.2 – Графiки залежностi обезрозмiреного положення наноча-
стинки rx = rx(t) , отриманi з (6.33) розв’язком рiвняння (4.14), для тих
самих параметрiв, що на рисунку 4.1.

Як видно, чисельнi результати, поданi на цих рисунках, пiдтверджу-

ють iснування класифiкованих режимiв динамiки наночастинок. Наре-

штi, для перевiрки теоретичного результату, висловленого спiввiдношен-

ням (4.21) ми використали чисельнi результати з рисункiв 4.1 та 4.2 для

обчислення величини Γ = r2x + (4/3) ln (sin2 ϕ/ sin2 ϕ0) для двох моментiв

часу та рiзних значень початкового положення частинки rx0 . Порiвняння

отриманих даних з теоретичною залежнiстю Γ = r2x0 , дивись рисунок 4.3,

пiдтверджує їх достовiрнiсть.

Як було зазначено вище, магнiтне поле виду H‖ змiщує точку, в якiй

виконується умова Hg = 0 . Останнє означає, що H‖ зсуває також i iн-

тервали, в яких реалiзуються зазначенi режими динамiки наночастинок

(наприклад, динамiчний режим номер один реалiзується за умови коли

rx0 > −H‖/ga ). Треба зазначити, що, оскiльки обезрозмiрене значення

зсуву |H‖|/ga може бути достатньо великим навiть для досить незначних

амплiтуд H‖ (наприклад, у нашому випадку воно дорiвнює 104 , коли
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Рисунок 4.3 – Залежнiсть величини Γ вiд обезрозмiреного початкового
положення наночастинки rx0 . Числовi данi позначенi символами (кола i
квадрати вiдповiдають вiдповiдно ωgt = 1 i ωgt = 3 ), а теоретичний ре-
зультат Γ = r2x0 вiдображається суцiльною кривою.

H‖ = 20Oe ), змiна величини магнiтного поля H‖ може бути доречним

способом змiни режимiв дрейфового руху.

4.2.2 Динамiка наночастинок при H⊥ 6= 0

Теоретичний аналiз транспортних властивостей наночастинок є бiльш

складним у цьому випадку. Тому аналiтичне вивчення проводиться лише

для малих i великих значень часу. Для пошуку асимптотичних розв’язкiв

за умови t → 0 зручно використовувати рiвняння (4.8) та (6.33), якi у

першому наближеннi дозволяють отримати

ϕ = ϕ0 +
(
ω⊥ cosϕ0 − ωgrx0 sinϕ0

)
t (4.25)

i

rx = rx0 +
v0
a
cosϕ0 t. (4.26)

Результат (4.26), як i для попереднього випадку характеризується тим,

що всi наночастинки на початку вiдлiку часу рухаються праворуч з одна-
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ковою початковою швидкiстю v0 cosϕ0 [варто нагадати, ϕ0 ∈ (0, π/2) ]. На

вiдмiну вiд цього, обертання наночастинок в даному випадку має залежати

не лише вiд rx0 , але й вiд H⊥ .

Проведений у данiй НДР якiсний аналiз демонструє, що аналогiчно як

i для H⊥ = 0 , чотири режими динамiки наночастинок iснують i для H⊥ 6=

0 . Зазначенi режими генеруються вiдповiдно при rx0 ≥ l1 , rx0 ∈ (−l2, l1) ,

rx0 = −l2 i rx0 < −l2 . Вiдповiдно до виразу (4.25), азимутальний кут

ϕ зменшується монотонно з часом, тобто реалiзується динамiчний режим

номер один, коли rx0 ≥ l1 , де

l1 =
ω⊥

ωg
cotϕ0. (4.27)

Цей результат узгоджується з результатом для H⊥ = 0 ( l1 → 0 при

H⊥ → 0 ) i вказує, що магнiтне поле H⊥ здатне iстотно змiнити значення

l1 (умову l1 ≫ 1 можна легко досягти).

З огляду на те, що пророблений аналiз є наближеним, неможливо

записати точний вираз для величини l2 . Однак, з використанням (4.25)

та (4.26), iснує можливiсть оцiнити дану величину у наближений спосiб.

Справдi, шляхом вибору rx0 = −l2 i та у припущеннi, що ϕ(ts) = π/2

i rx(ts) = 0 (варто нагадати, ts – час зупинки), з (4.25) - (4.27) можна

отримати

l2 =
1

2
l1

[(
1 +

8(π − 2ϕ0)

3l21 tanϕ0

)1/2

− 1

]
. (4.28)

Для l1 ≪ 1 (H⊥ ≪ ga tanϕ0 ) та l1 ≫ 1 (H⊥ ≫ ga tanϕ0 ) цей вираз

дає

l2|l1≪1 =

(
2(π − 2ϕ0)

3 tanϕ0

)1/2

(4.29)

i

l2|l1≫1 =
2

3
(π − 2ϕ0)

ga

H⊥
(4.30)

( l2|l1≫1 ≪ 1 ).Варто наголосити на двох моментах вiдповiдно отрима-

ним результатам. По-перше, наближений вираз (4.29) повнiстю узгоджує-

ться з точним виразом (4.23) виключно у випадку π/2−−ϕ0 ≪ 1 ; рiзниця
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мiж l2|l1≪1 i l зростає досить швидко зi зменшенням початкової кутової

координати ϕ0 . Дана ситуацiя стала наслiдоком того, що знайденi розв’яз-

ки (4.25) та (4.26) дiйснi лише для ωgt ≪ 1 . По-друге, умову l1 ≫ 1

досить просто виконати, а, значить, магнiтне поле H⊥ може також вико-

ристовуватися в якостi фактору управлiння транспортними властивостями

наночастинок, зважених у рiдинi. Варто особливо зазначити, що H⊥ , на

вiдмiну вiд H‖ , неоднорiдно зсуває областi рiзних динамiчних режимiв.

За великих часiв зручно ввести параметр σ , що для наночастинок,

якi рухаються праворуч або лiворуч, складає вiдповiдно 1 або −1 . Якщо

азимутальний кут намагнiченостi наночастинки ϕ прямує чи то до нуля,

чи то до π , його можна подати як ϕ = π(1 − σ)/2 + σϕ1 з ϕ1 ≪ 1 .

Якщо також взяти до уваги наступний результат лiнiйного наближення

cosϕ = σ , sinϕ = ϕ1 та, згiдно з виразом (6.33), rx ∼ σ(4/3)ωgt при

t → ∞ , рiвняння (4.8) на великих часових iнтервалах

ϕ̇1 − ω⊥ +
4

3
ω2
gt ϕ1 = 0. (4.31)

Його асимптотичний розв’язок задається ϕ1 ∼ 3ω⊥/(4ω
2
gt) , тобто ку-

това координата ϕ обернено пропорцiйно до часу наближається до сво-

їх граничних значень 0 i π . Якщо ж виконується умова ω⊥ = 0 , до

даних граничних значень кутова координата ϕ прямує за експонентою:

ϕ1 ∼ exp (−2ω2
gt

2/3) .

Чисельне вивчення динамiки наночастинок за умови H⊥ 6= 0 пiдтвер-

джує як iснування чотирьох динамiчних режимiв (подiбних до режимiв

при H⊥ = 0 ), так i сильний вплив H⊥ на iнтервалах rx0 , де реалiзуються

цi режими. На рисунку 4.4 ми показуємо залежнiсть меж цих iнтервалiв,

l1 i l2 , вiд спiввiдношення H⊥/ga (= ω⊥/ωg ). Оскiльки, згiдно (4.30), l2

прямує до нуля зi збiльшенням H⊥ , розмiр ∆ = l1+ l2 iнтервалу (−l2, l1) ,

де реалiзується динамiчний режим номер два, має порядок l1(≫ 1) в то-

му числi для досить малих значень H⊥ (наприклад, ∆ ≈ l1 = 731 для

H⊥ = 1Oe ). У зв’язку з цим, варто нагадати, що l1|H⊥=0 = 0 , l2|H⊥=0 = l

i тому ∆|H⊥=0 = 1.235 . Як видно з вiдповiдних залежностей, як чисель-

нi, так i теоретичнi результати для l1 узгоджуються дуже добре. Окрiм

того, зауважимо, що, незважаючи нате, що теоретичний результат (4.28)

був отриманий наближено, вiн також напрочуд добре спiвпадає з даними
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числового моделювання для l2 .

Рисунок 4.4 – Залежнiсть l2 i l1 (на вставцi) вiд обезрозмiреного магнi-
тного поля H⊥/ga для тих же параметрiв, що й на рисунку 4.1. Чисельнi
данi для l1 i l2 , отриманi розв’язанням рiвняння (4.14), позначенi кру-
глими маркерами. Наближений вираз (4.28) i теоретичний результат (4.27)
поданi вiдповiдно суцiльною та пунктирною лiнiями.

Отже, на динамiку зважених у в’язкiй рiдинi наночастинок ферома-

гнетика, що збуджується зовнiшнiм градiєнтним магнiтним полем значно

впливають однорiднi магнiтнi поля типу H‖ i H⊥ . Важливо зазначити,

що хоч H‖ i зсуває лише початкове положення градiєнтного поля, внесок

величини H⊥ у динамiку наночастинок є комплексним. Є пiдстави ствер-

джувати, що нетривiальнi транспортнi властивостi даних наночастинок, що

зумовленi спiльною дiєю градiєнтного та однорiдного магнiтних полiв H‖

та H⊥ , можуть бути використанi, наприклад, для прецезiйної сепарацiї.

Щоб проiлюструвати доцiльнiсть та ефективнiсть процесу сепарацiї за

допомогою градiєнтним та однорiдного магнiтних полiв, було оцiнено час

T повного роздiлення зважених наночастинок SmCo5 (параметри яких

було наведено вище) у прямокутному резервуарi, дивись рисунок 4.5. Для

цього було зроблено припущення, що межi резервуара перпендикулярнi вi-

сям координат, вiсь x перетинає лiву та праву границi вiдповiдно в точках

x = −L/2 та x = L/2 (L – ширина резервуара вздовж вiсi x ), а кiль-
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Рисунок 4.5 – Схематична дiаграма системи та джерел для однорiдного
та градiєнтного магнiтних полiв. Електромагнiти, що генерують однорiдне
(H⊥ ) та градiєнтне (Hg ) магнiтнi поля, та резервуар суспензiї позначенi
вiдповiдно цифрами 1 and 2.

кiсть зважених наночастинок у обмеженому резервуаром об’ємi дорiвнює

N . В межах визначеної топологiї в результатi ввiмкнення градiєнтного ма-

гнiтного поля наночастинки починають концентруватися поблизу границь

лiворуч та праворуч. Далi, зроблено припущення, що наночастинки розпо-

дiленi у початковий момент часу t = 0 у однорiдний спосiб i характернi

швидкостi v0 i −v0 будуть реалiзованi у випадку t ≪ T , можна зроби-

ти висновок, що якщо H‖ = H⊥ = 0 , то повне роздiлення з Nl ≈ N/2

i Nr ≈ N/2 (Nl та Nr вiдповiдно кiлькостi наночастинок поблизу меж

лiворуч та праворуч) реалiзується за T ≈ L/2v0 (наприклад, T ≈ 6.6min

при L = 1 cm ). Однак, якщо H‖ = gL/2 i H⊥ = 0 , тодi Nl ≈ 0 i Nr ≈ N

при T ≈ L/v0 ≈ 13.2min . Важливо пiдкреслити, що реальнi суспензiї мi-

стять наночастинки рiзного розмiру. Оскiльки характеристична швидкiсть

v0 залежить вiд розмiру частинок, дивись (4.11), час роздiлення T є рi-

зним для рiзних наночастинок. Зокрема, для менших наночастинок SmCo5

з a = 10−5 cm маємо v0 = 3.15 × 10−4 cm s−1 , i тому T ≈ 26.4min , якщо

H‖ = H⊥ = 0 , i T ≈ 52.8min , якщо H‖ = gL/2 i H⊥ = 0 вiдповiдно, тоб-
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то, чим менше розмiр наночастинок, тим повiльнiше йде процес роздiлення.

Також зауважимо, що профiль концентрацiї наночастинок при t ∈ (0, T )

та довiльних H‖ та H⊥ можна легко розрахувати в рамках вищенаведеної

теорiї.
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5 ЗМIННЕ У ЧАСI ГРАДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ

5.1 Особливостi моделi

Припустимо тепер, що градiєнтне магнiтне поле Hg змiнюється у часi,

тобто Hg = Hg(t) , i має лише компоненту x . У цьому випадку, на вiдмiну

вiд (4.2), градiєнтне поле Hg в центрi наночастинок R = R(t) можна

записати у виглядi

Hg = exgRx sin(Ωt+ φ). (5.1)

Тут g(> 0) - градiєнт магнiтного поля, Rx = Rx(t) - x компонента

R , а Ω i φ ∈ (0, 2π) - вiдповiдно частота та початкова фаза Hg . Це поле

iндукує як поступальний рух частинки вздовж осi x , так i її обертальний

рух. Якщо початкова намагнiченiсть M(0) лежить, наприклад, у площинi

xy , тодi намагнiченiсть M(t) залишається в цiй площинi для всiх t > 0

(цей результат справедливий для "замороженої"намагнiченостi):

M(t) = M(ex cosϕ+ ey sinϕ), (5.2)

де ϕ = ϕ(t) - кут мiж вiссю x i вектором M . З (5.2) та (6.1) випливає,

що ω = ezωz (частинка обертається навколо вiсi z ) i dϕ
dt

= ωz .

Для того, щоб отримати рiвняння, якi описують поступальний та обер-

тальний рухи наночастинки пiд дiєю градiєнтного магнiтного поля (5.1),

ми нехтуємо для простоти iнерцiйними ефектами та використовуємо вiд-

повiднi рiвняння балансу. У нашому випадку, обчислюючи рушiйну силу

fd = V (M · ∂/∂R)Hg [V - об’єм наночастинки, символ · позначає скаляр-

ний добуток ] та рушiйний момент td = VM × Hg , ми зводимо рiвняння

балансу сил fd + ff = 0 до

exMV g cosϕ sin(Ωt+ φ) + ff = 0 (5.3)

( ff - сила тертя) i рiвняння балансу обертального момента td+ tf = 0

до

ezMV gRx sinϕ sin(Ωt+ φ) + tf = 0 (5.4)

( tf - обертальний момент тертя). Якщо динамiка частинок характе-
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ризується малими поступальними та обертальними числами Рейнольдса,

тодi (дивись, наприклад, посилання [79]) ff = −ex6πηa
dRx

dt (η - динамi-

чна в’язкiсть рiдини) i tf = −ez8πηa
3ωz . Нарештi, беручи до уваги, що

ωz = dϕ
dt , i вводячи безрозмiрний час τ = Ωt , безрозмiрне положення ча-

стинок rx = Rx/a i безрозмiрну характеристичну частоту коливань части-

нок

ν =
Mga

6ηΩ
, (5.5)

з рiвнянь (5.3) та (5.4) отримуємо наступну систему зв’язаних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку:

ṙx = (4/3)ν cosϕ sin(τ + φ), (5.6)

ϕ̇ = −νrx sinϕ sin(τ + φ), (5.7)

де крапка зверху позначає похiдну за безрозмiрним часом τ . Припу-

скається, що розв’язок цих рiвнянь, пара {rx, ϕ} функцiй rx = rx(τ) та

ϕ = ϕ(τ) , задовольняє початковим умовам rx0 = rx(0) i ϕ0 = ϕ(0) ∈

(0, π) .

5.2 Теоретичний аналiз

Незважаючи на їх зовнiшню простоту, систему рiвнянь (5.2.2) та (5.7)

важко розв’язати аналiтично. Тому тут ми представляємо лише деякi то-

чнi результати, що випливають з цiєї системи рiвнянь, а її наближений

розв’язок отримаємо для ν ≪ 1 , |rx0| ≤ 1 i ν ≪ 1 , ν|rx0| ≥ 1 .

5.2.1 Точнi результати

Нехай пара {rx, ϕ} є розв’язком рiвнянь (5.2.2) та (5.7) для заданої

множини (rx0, ϕ0, φ, ν) , rx0 початкових значень i параметрiв ϕ0 , φ and

ν . Тодi можна безпосередньо перевiрити, що пара {rx, π − ϕ} представ-

ляє розв’язок цих рiвнянь для заданих параметрiв (rx0, π − ϕ0, π + φ, ν) .

Аналогiчно можна перевiрити, що розв’язки {−rx, π−ϕ} та {−rx, ϕ} вiд-

повiдають наборам параметрiв (−rx0, π − ϕ0, φ, ν) та (−rx0, ϕ0, π + φ, ν) ,
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вiдповiдно. Таким чином, якщо, наприклад, безрозмiрне початкове поло-

ження частинки rx0 змiнено на −rx0 , початкова фаза φ змiнена на π+φ ,

а iншi параметри ϕ0 i ν не змiнюються, тодi розв’язок рiвнянь (5.2.2) та

(5.7) задається парою {−rx, ϕ} .

Система рiвнянь (5.2.2) та (5.7) також може бути представлена в

iншому виглядi, зручному для теоретичного аналiзу динамiки частинок.

Щоб вивести це представлення ми множимо рiвняння (5.2.2) на sinϕ , а

рiвняння(5.7) на cosϕ i дiлимо друге на перше. Пiсля цього отримуємо

ϕ̇ cosϕ

sinϕ
= −

3

4
rxṙx. (5.8)

Оскiльки за припущенням ϕ0 ∈ (0, π) , очiкується, що кут ϕ = ϕ(τ)

також належить цьому iнтервалу. Використовуючи цю умову та спiввiдно-

шення dr2x/dτ = 2rxṙx , рiвняння (5.8) можна звести до

d

dτ
ln sinϕ = −

3

8

d

dτ
r2x. (5.9)

Нарештi, iнтегруючи обидвi сторони (5.9) за безрозмiрним часом вiд 0

до τ , отримуємо рiвняння

r2x = r2x0 +
8

3
ln

sinϕ0

sinϕ
, (5.10)

яке зв’язує rx та ϕ i може розглядатися як перше рiвняння для визна-

чення розв’язку {rx, ϕ} . Його важливою особливiстю є те, що воно є алге-

браїчним, а не диференцiйним (воно виконується також для незалежного

вiд часу градiєнтного магнiтного поля [54]). Друге рiвняння, яке необхiдне

для знаходження {rx, φ} , може бути записано, наприклад, у формi (5.2.2),

(5.7) або

(
3ṙx

4 sin(τ + φ)

)2

+

(
ϕ̇

rx sin(τ + φ)

)2

= ν2. (5.11)

Рiвняння (5.10) дозволяє зробити деякi загальнi висновки щодо ха-

рактеру динамiки наночастинок. Дiйсно, оскiльки вiдповiдно до (5.10)

rx = rx(ϕ) , змiннi ϕ i τ в (5.7) можна вiдокремити, отримуючи
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∫ ϕ(τ)

ϕ0

dϕ

rx(ϕ) sinϕ
= −νF (τ), (5.12)

де для зручностi введено позначення

F (τ) = cosφ− cos(τ + φ). (5.13)

Звiдси випливає, що кут ϕ є перiодичною функцiєю часу (у всякому

разi при достатньо великих τ ), тобто ϕ(τ) = ϕ(τ + 2πn) з n = 1, 2, . . .

Аналогiчним чином, переписавши (5.10) у виглядi

sinϕ = sinϕ0 exp[−3(r2x − r2x0)/8], (5.14)

переконуємося, що ϕ = ϕ(rx) . Тому, роздiляючи змiннi rx та τ , iз

(5.2.2) знаходимо спiввiдношення

∫ rx(τ)

rx0

drx
cosϕ(rx)

=
4

3
νF (τ), (5.15)

яке показує, що може iснувати перiодичний розв’язок rx(τ) = rx(τ +

2πn) . Зазначимо також, що формальний стацiонарний розв’язок {0, π/2}

рiвнянь (5.2.2) та (5.7) не може бути реалiзований. Дiйсно, при rx(τ) = 0 i

ϕ(τ) = π/2 точна умова (5.10) не може бути виконана для всiх початкових

значень rx0 та ϕ0 .

Використовуючи (5.10), також можна оцiнити кутовий iнтервал, в яко-

му кут намагнiченостi ϕ коливається при |rx0| ≤ rcr , де критичне значення

початкового положення частинок визначається як

rcr = 2

(
2

3
ln

1

sinϕ0

)1/2

. (5.16)

З цим визначенням умова невiд’ємностi правої частини Eq. (5.10) може

бути записана у наступному виглядi: sinϕ ≤ exp[−3(r2cr − r2x0)/8] . Припу-

скаючи, що ϕ0 ∈ (0, π/2) , з цiєї умови отримуємо ϕ ∈ (0, ϕcr) , де крити-

чний кут ϕcr задається як

ϕcr = arcsin exp[−3(r2cr − r2x0)/8]. (5.17)

(зазначимо, що ϕcr ≥ ϕ0 i ϕcr = ϕ0 при rx0 = 0 , ϕcr = π/2 при
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|rx0| = rcr ). Подiбний аналiз показує, що якщо ϕ0 ∈ (π/2, π) , тодi ϕ ∈

(π − ϕcr, π) .

Цiкавою особливiстю критичного кута ϕcr є те, що вiн залежить лише

вiд початкового положення частинки rx0 та початкового кута намагнiче-

ностi ϕ0 , а не вiд початкової фази φ та безрозмiрної характеристичної

частоти ν градiєнтного магнiтного поля. Як наслiдок, кут намагнiченостi

ϕ коливається в межах того самого кутового iнтервалу (0, ϕcr) [ якщо

ϕ0 ∈ (0, π/2)] або (π − ϕcr, π) [ якщо ϕ0 ∈ (π/2, π)] при довiльних значе-

ннях φ i ν . Це досить несподiваний результат, оскiльки якщо, наприклад,

rx0 ∈ (0, rcr) , ϕ0 ∈ (0, π/2) та φ = π , тодi рiвняння (5.7), на перший по-

гляд, дає ϕ̇ > 0 для всiх τ ∈ (0, π) . Якщо так, тодi ϕ може прямувати до

π при τ → π , якщо безрозмiрна частота ν досить велика, тобто ϕ може

перевищувати ϕcr . Однак це мiркування є некоректним, оскiльки, згiдно

з (5.2.2), положення частинки rx спочатку зменшується з τ , а якщо rx

змiнює знак, тодi ϕ̇ теж змiнює знак. Таким чином, обмеження iнтервалiв,

де кут намагнiченостi ϕ коливається при |rx0| ≤ rcr , є прямим наслiдком

складної зв’язаної динамiки rx i ϕ . Також зауважимо, що при |rx0| > rcr

наведений вище аналiз стає непридатним (у цьому випадку права частина

(5.10) є позитивною).

На жаль, ми не можемо точно розв’язати систему рiвнянь (5.2.2) та

(5.7). Тому, щоб проiлюструвати деякi важливi особливостi динамiки нано-

частинок у градiєнтному магнiтному полi, що змiнюється в часi, нижче ми

знаходимо її наближенi розв’язки.

5.2.2 Динамiка наночастинок при ν ≪ 1

Якщо характерна частота коливань частинок невелика, тобто ν ≪ 1 ,

то, згiдно з (5.2.2), всi частинки виконують невеликi поступальнi коливання

поблизу своїх початкових положень. Що стосується обертальних коливань,

то їх амплiтуда залежить вiд параметра νrx i, отже, вiд νrx0 , дивись рiвня-

ння (5.7). Тому ми розглянемо окремо два випадки, коли умови 1) |rx0| ≤ 1

та 2) ν|rx0| ≥ 1 виконуються разом з умовою ν ≪ 1 .

Перший випадок. Представимо розв’язок {rx, ϕ} рiвнянь (5.2.2) та

(5.7) у виглядi rx = rx0+rx1 i ϕ = ϕ0+ϕ1 , де невiдомi функцiї rx1 = rx1(τ)

та ϕ1 = ϕ1(τ) задовольняють умовам |rx1| ∼ ν , |ϕ1| ∼ ν , rx1(0) = 0 i
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ϕ1(0) = 0 . Тодi, зберiгаючи лише доданки порядку ν , цi рiвняння можна

звести до системи незв’язаних рiвнянь

ṙx1 = (4/3)ν cosϕ0 sin(τ + φ). (5.18)

ϕ̇1 = −νrx0 sinϕ0 sin(τ + φ). (5.19)

Розв’язуючи їх з початковими умовами rx1(0) = 0 та ϕ1(0) = 0 , пе-

реконуємось, що у довiдковому випадку, коли ν ≪ 1 та |rx0| ≤ 1 , часова

залежнiсть положення частинок описується формулою

rx = rx0 + (4/3)ν cosϕ0F (τ), (5.20)

а кут намагнiченостi формулою

ϕ = ϕ0 − νrx0 sinφ0F (τ). (5.21)

Неважко перевiрити, що розв’язки (5.20) та (5.21) задовольняють рiвнян-

ням (5.10) та (5.11) вiдповiдно у лiнiйному та квадратичному наближеннях

за параметром ν .

У вiдповiдностi до загального результату попереднього роздiлу, обидвi

змiннi rx i ϕ коливаються з перiодом 2π . Як видно з (5.20) та (5.21), цi

коливання вiдбуваються поблизу середнiх значень

〈rx〉 = rx0 + (4/3)ν cosϕ0 cosφ, (5.22)

〈ϕ〉 = ϕ0 − νrx0 sinϕ0 cosφ, (5.23)

визначених як 〈(·)〉 = (1/2π)
∫ 2π

0 (·)dτ . Оскiльки за припущенням ν ≪

1 , з (5.22) та (5.23) випливає, що середнє та початкове значення rx та ϕ

мало вiдрiзняються.

Використовуючи (5.20), (5.21) та позначення (5.13), ми також можемо

визначити максимальне, max rx , та мiнiмальне, min rx , значення положе-

ння частинки rx
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(
max

min

)
rx = rx0 +

4

3
ν cosϕ0[cosφ+

(
+

−

)
sgn(cosϕ0)] (5.24)

i максимальне, maxϕ , та мiнiмальне, minϕ , значення кута намагнi-

ченостi ϕ

(
max

min

)
ϕ = ϕ0 − νrx0 sinϕ0[cosφ−

(
+

−

)
sgn(rx0)], (5.25)

де знакова функцiя sgn(.) позначає знак аргументу (.) . У зв’язку з

цим зазначимо, що кутовi iнтервали (minϕ,maxϕ) , якi вiдповiдають rx0 >

0 i rx0 < 0 , визначаються за формулою (5.25) набагато точнiше, нiж тi, що

використовували критичний кут ϕcr . Причина полягає в тому, що формула

(5.17) (нагадаємо, що вона виконується при |rx0| ≤ rcr ) визначається для

довiльних значень параметрiв φ та ν , i тому кутовi iнтервали (0, ϕcr) та

(π− ϕcr, π) не враховують специфiчнi особливостi динамiки наночастинок

при ν ≪ 1 та |rx0| ≤ 1 . Пiдсумовуючи, можна зробити висновок, що

в цьому випадку обертання та перемiщення наночастинок вiдбуваються

поблизу початкових значень ϕ0 i rx0 .

Другий випадок. Якщо ν ≪ 1 i ν|rx0| ≥ 1 , тодi, як i ранiше, ми мо-

жемо представити положення частинки у виглядi rx = rx0+ rx1 , де, згiдно

з (5.2.2), |rx1| ∼ ν . Остання умова показує, що доданок νrx в (5.7) може

бути приблизно замiнений на νrx0 . Тому динамiку наночастинок у цьому

випадку можна описати системою спрощених диференцiальних рiвнянь

ṙx1 = (4/3)ν cosϕ sin(τ + φ), (5.26)

ϕ̇ = −νrx0 sinϕ sin(τ + φ). (5.27)

На вiдмiну вiд рiвнянь (5.18) та (5.19) цi рiвняння є зв’язаними, а

оскiльки ν|rx0| ≥ 1 , лише рiвняння (5.2.2) мiстить малий параметр ν . Для

того, щоб знайти розв’язок рiвнянь (5.26) та (5.27) з початковими умовами

rx1(0) = 0 та ϕ(0) = ϕ0 , нам потрiбно спочатку розв’язати рiвняння (5.27),

а потiм, використовуючи отриманий розв’язок, розв’язати рiвняння (5.26).

Рiвняння (5.27) можна легко розв’язати методом вiдокремлення змiн-

них. Дiйсно, використовуючи табличний iнтеграл
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∫
dx

sin x
=

1

2
ln

1− cosx

1 + cosx
,

iз (5.27) одразу отримуємо

ln
1− cosϕ

1 + cosϕ
− ln

1− cosϕ0

1 + cosϕ0
= −2νrx0F (τ). (5.28)

Розв’язуючи рiвняння (5.28) вiдносно cosϕ , пiсля деяких простих обчи-

слень можна отримати наступний вираз:

cosϕ =
cosϕ0 + tanh[νrx0F (τ)]

1 + cosϕ0 tanh[νrx0F (τ)]
. (5.29)

Вiн показує, що оскiльки ν|rx0| ≥ 1 , iнтервал коливань ϕ , загалом, не

малий.

Тепер пiдставляємо праву частину (5.29) у рiвняння (). Потiм, iнтегру-

ючи обидвi сторони цього рiвняння по τ в iнтервалi (0, τ) та враховуючи,

що rx1(0) = 0 , ми можемо записати його розв’язок у виглядi

rx1 =
4νF (τ)

3 cosϕ0
−

4 sin2 ϕ0

3rx0 cosϕ0

∫ νrx0F (τ)

0

dx

1 + cosϕ0 tanhx
. (5.30)

Хоча iнтеграл у (5.30) може бути обчислений аналiтично для довiльних

значень ϕ0 (дивись, наприклад, у посиланнi [80] формулу 2.448), результат

є досить громiздким. Тому тут ми аналiзуємо лише три окремi випадки,

коли ϕ0 = 0, π/2 та π . Якщо ϕ0 = 0 або π , то, згiдно (5.29) та (5.30),

отримуємо

cosϕ|ϕ0=0,π = ±1, rx1|ϕ0=0,π = ±(4/3)νF (τ), (5.31)

де верхнiй та нижнiй знаки вiдповiдають ϕ0 = 0 та ϕ0 = π . Цi умови

показують, що наночастинки не обертаються (ϕ = 0 при ϕ0 = 0 i ϕ =

π при ϕ0 = π ), а виконують лише малi поступальнi коливання поблизу

початкового положення rx0 ( rx|ϕ0=0,π = rx0 + rx1|ϕ0=0,π ). Якщо ϕ0 = π/2 ,

то формули (5.29) та (5.30) приводять до наступних умов:

cosϕ|ϕ0=π/2 = tanh[νrx0F (τ)], rx1|ϕ0=π/2 = 0 (5.32)
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(щоб уникнути непорозумiння, ми вказуємо, що друга умова в (5.32)

визначається як межа: rx1|ϕ0=π/2 = limϕ0→π/2 rx1 ). Таким чином, на вiдмiну

вiд попереднього випадку, наночастинки виконують лише обертальнi коли-

вання, амплiтуда яких, як це випливає з першої умови в (5.32), не є малою

(оскiльки ν|rx0| ≥ 1 ).
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6 КЕРУВАННЯ ТРАНСПОРТОМ ФЕРОМАГНIТНИХ

НАНОЧАСТИНОК У ГРАДIЄНТОМУ МАГНIТНОМУ

ПОЛI ЗА ДОПОМОГОЮ ПОСТIЙНОГО ПОЛЯ

6.1 Фiзична модель та рiвняння балансу

В моделi, яка буде використовуватись в цьому та наступному роздiлах,

припускається, що феромагнiтнi наночастинки є сферичними (з радiусом

a ), однодоменними (тобто їх радiус менший критичного [74]) та невзаємодi-

ючими (тобто середня вiдстань мiж наночастинками суттєво перевищує їх

розмiр). Якщо поле магнiтної анiзотропiї в одноосних наночастинках зна-

чно бiльше, нiж зовнiшнi магнiтнi поля, тодi можна вважати, що напрямок

намагнiченостi M = M(t) ( |M| = M = const ) в кожнiй частинцi спiвпадає

з напрямком осi анiзотропiї. В цiй моделi, коли феромагнiтнi наночастин-

ки розглядаються як жорсткi диполi, динамiка намагнiченостi i обертання

наночастинки пов’язанi кiнематичним рiвнянням

d

dt
M = ω ×M, (6.1)

де ω = ω(t) – кутова швидкiсть частинки, а символ × позначає векторний

добуток.

Градiєнтне магнiтне поле Hg , що змiнюється з часом за гармонiчним

законом, та статичне однорiдне магнiтне поле H обираються у виглядi

Hg = gx sin (Ωt+ φ) ex, H = H‖ex +H⊥ey. (6.2)

Тут g(> 0) , Ω i φ ∈ [0, π] – градiєнт, кутова частота та початкова фаза

градiєнтного поля Hg , вiдповiдно, H‖ i H⊥(≥ 0) – напруженостi пара-

лельної i перпендикулярної компонент однорiдного поля H , а ex , ey i ez

– одиничнi вектори вздовж осей x , y i z декартової системи координат

xyz . Той факт, що результуюче магнiтне поле Hg +H лежить в площинi

xy , дозволяє представити намагнiченiсть наночастинки у виглядi

M = M(cosϕ ex + sinϕ ey), (6.3)

де ϕ = ϕ(t) ∈ [0, π] – азимутальний кут вектора M .
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Оскiльки радiус однодоменних наночастинок досить малий, при фор-

мулюваннi рiвнянь їх руху будемо нехтувати iнерцiйними доданками. У

цьому випадку динамiчнi рiвняння руху наночастинки у в’язкiй рiдинi зво-

дяться до рiвняння балансу сил, fd + ff = 0 , i рiвняння балансу моментiв,

td + tf = 0 , що дiють на частинку з боку магнiтних полiв та рiдини. Тут

fd i td – рушiйна сила i рушiйний обертальний момент, що породжуються

градiєнтним та однорiдним магнiтними полями, а ff i tf – сила тертя i

момент тертя, що виникають внаслiдок взаємодiї наночастинки з в’язкою

рiдиною.

Рушiйний момент td i рушiйна сила fd визначаються наступним чи-

ном: td = VM×(Hg+H)|x=Rx
i fd = V (M·∇)Hg|x=Rx

, де V = 4πa3/3 – об’-

єм частинки, ∇ – векторний диференцiальний оператор набла, Rx = Rx(t)

– x -компонента центру частинки, а символ · позначає скалярний добуток

векторiв. Використовуючи формули (6.2) та (6.3), неважко показати, що

td = tdez , де

td = MV [H⊥ cosϕ−H‖ sinϕ− gRx sinϕ sin (Ωt+ φ)], (6.4)

i fd = fdex , де

fd = MV g cosϕ sin (Ωt+ φ). (6.5)

Для знаходження моменту тертя tf i сили тертя ff будемо вважа-

ти, що обертальнi та поступальнi числа Рейнольдса, Reω = ρa2|ω|/η та

Re = 2ρa|V|/η , є малими у порiвняннi з одиницею (внаслiдок малого роз-

мiру наночастинок цi умови не є занадто обмежувальними). Тут ρ позначає

щiльнiсть рiдини, η – динамiчну в’язкiсть рiдини, а V = (dRx/dt)ex – по-

ступальну швидкiсть частинки. Згiдно з [?], в цьому випадку tf = −6ηV ω

i ff = −6πηaV . Тому, використовуючи ( 6.4) i ( 6.5), iз рiвняння балансу

моментiв отримуємо ω = ωzez , де

ωz =
M

6η
[H⊥ cosϕ−H‖ sinϕ− gRx sinϕ sin (Ωt+ φ)], (6.6)

а рiвняння балансу сил зводиться до

d

dt
Rx =

2Mga2

9η
cosϕ sin (Ωt+ φ). (6.7)
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Нарештi, приймаючи до уваги спiввiдношення ωz = dϕ/dt , яке випли-

ває з (6.1) i (6.3), пiсля введення безрозмiрного часу τ = Ωt i безрозмiрної

координати частинки rx = Rx/a , рiвняння (6.6) та (6.7) можуть бути за-

писанi у безрозмiрному виглядi

ϕ̇ = ν⊥ cosϕ− ν‖ sinϕ− νgrx sinϕ sin (τ + φ) (6.8)

та

ṙx =
4

3
νg cosϕ sin (τ + φ), (6.9)

вiдповiдно. Тут крапка над ϕ i rx позначає похiдну за безрозмiрним часом

τ , а безрозмiрнi характернi частоти

ν⊥ =
MH⊥

6ηΩ
, ν‖ =

MH‖

6ηΩ
, νg =

Mga

6ηΩ
(6.10)

враховують вплив однорiдного (ν⊥ , ν‖ ) та градiєнтного (νg ) магнiтних

полiв. Зазначимо, що рiвняння (6.8) та (6.9) узагальнюють вiдповiднi рiв-

няння, отриманi в [?] для випадку постiйного градiєнтного магнiтного поля.

Рiвняння (6.8) i (6.9) разом iз початковими умовами ϕ(0) = ϕ0 ∈ [0, π]

та rx(0) = rx0 ∈ (−∞,∞) описують спiльну обертальну i поступальну ди-

намiку наночастинок. Як видно iз цих рiвнянь, градiєнтне магнiтне поле

безпосередньо впливає як на обертальний, так i поступальний рухи наноча-

стинок. В той же час однорiдне магнiтне поле безпосередньо впливає лише

на їх обертальний рух. Незважаючи на це однорiдне поле може (оскiль-

ки iснує динамiчний зв’язок мiж ϕ i rx ) якiсно змiнювати поступальну

динамiку наночастинок (див. роздiл 7.1).

Зазначимо також, що система зв’язаних диференцiальних рiвнянь пер-

шого порядку (6.8) i (6.9) може бути зведена до двох незв’язаних рiвняння

для ϕ i rx . Поклавши для спрощення ν‖ = 0 , пiсля обчислення похiдної

ṙx iз ( 6.8) i її пiдстановки в (6.9) отримуємо диференцiальне рiвняння

другого порядку для кута намагнiченостi

ϕ̈ sinϕ+ ϕ̇ [ν⊥ − sinϕ cot (τ + φ)]

−ϕ̇2 cosϕ+ ν⊥ sinϕ cosϕ cot (τ + φ)

+4
3ν

2
g sin

2 ϕ cosϕ sin2 (τ + φ) = 0, (6.11)
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розв’язок якого має задовольняти початковим умовам

ϕ(0) = ϕ0, ϕ̇(0) = ν⊥ cosϕ0 − νgrx0 sinϕ0 sinφ. (6.12)

Аналогiчно можна показати, що безрозмiрна координата наночастинки

описується диференцiальним рiвнянням другого порядку

r̈x + ṙx[ν⊥ sinϕ− cot (τ + φ)]

−4
3
ν2grx sin

2 ϕ sin2 (τ + φ) = 0, (6.13)

де

sinϕ =

[
1−

(
3ṙx

4νg sin (τ + φ)

)2
]1/2

, (6.14)

а початковi умови мають вигляд

rx(0) = rx0, ṙx(0) =
4

3
νg cosϕ0 sinφ. (6.15)

Пiдкреслимо ще раз, що наведенi вище рiвняння руху описують обер-

тальний та поступальний рухи невзаємодiючих наночастинки. Тому цi рiв-

няння застосовнi тiльки у випадку, коли середня вiдстань λ мiж наноча-

стинками значно перевищує їх дiаметр d = 2a : λ ≫ d . Оскiльки концен-

трацiя наночастинок c пропорцiйна λ−3 , остання умова може бути пере-

писана у виглядi c ≪ d−3 .

6.2 Динамiка наночастинок при ν⊥ = 0 i ν‖ = 0

Слiд зазначити, що рiвняння (6.8) та (6.9) з ν⊥ = 0 i ν‖ = 0 є окре-

мим випадком рiвнянь, використаних Массерою виключно для iлюстрацiї

своєї теореми про iснування перiодичних розв’язкiв двовимiрних звичай-

них диференцiальних рiвнянь з перiодичними правими частинами [?]. Тут

же ми розв’язуємо цi рiвняння як аналiтично, так i чисельно при рiзних

умовах. Крiм цього, на вiдмiну вiд iлюстративних рiвнянь Массери, кожне

з рiвнянь (6.8) i (6.9) має чiткий фiзичний змiст.
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6.2.1 Окремi аналiтичнi розв’язки

Система рiвнянь (6.8) i (6.9) при ν⊥ = ν‖ = 0 описує обертальну та

поступальну динамiку наночастинок у в’язкiй рiдинi при умовi, коли одно-

рiдне магнiтне поле вiдсутнє. За цiєї умови зазначенi рiвняння можуть бути

легко розв’занi, якщо ϕ0 = 0 або ϕ0 = π . Шляхом прямого iнтегрування

для першого i другого випадку знаходимо

ϕ = 0, rx = rx0 +
4
3νgf(τ),

ϕ = π, rx = rx0 −
4
3νgf(τ), (6.16)

де

f(τ) = cosφ− cos (τ + φ). (6.17)

6.2.2 Деякi точнi спiввiдношення

Якщо ϕ0 6= 0, π , розв’язати систему рiвняннь (6.8) i (6.9) аналiтично

ми не зумiли. Однак у цьому випадку можна встановити деякi точнi спiв-

вiдношення мiж ϕ та rx . Для того щоб знайти їх, перепишемо спочатку

цi рiвняння у виглядi

d

dτ
ln sinϕ = −νgrx cosϕ sin (τ + φ) (6.18)

та
d

dτ
r2x =

8

3
νgrx cosϕ sin (τ + φ). (6.19)

Далi, роздiливши (6.18) на (6.19), отримуємо рiвняння

d

dτ

(
ln sinϕ +

3

8
r2x

)
= 0, (6.20)

яке пiсля iнтегрування по τ вiд 0 до τ дає алгебраїчне спiввiдношення

ln
sinϕ

sinϕ0
+

3

8
(r2x − r2x0) = 0, (6.21)

що буде використано далi.

Друге спiввiдношення ми отримаємо, роздiливши рiвняння (6.8) на
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sinϕ та проiнтегрувавши його обидвi сторони вiд 0 до τ . Скориставшись

стандартним iнтегралом

∫
dx

sinx
=

1

2
ln

1− cosx

1 + cosx
(6.22)

та позначенням

Y (τ) = νg

∫ τ

0

rx(τ
′) sin (τ ′ + φ)dτ ′, (6.23)

знаходимо

cosϕ =
cosϕ0 + tanhY (τ)

1 + cosϕ0 tanhY (τ)
. (6.24)

Далi, пiсля множення рiвняння (6.9) на rx , пiдстановки в нього формули

(6.24) i iнтегрування вiд 0 до τ , отримуємо

r2x − r2x0 =
8

3

∫ Y (τ)

0

cosϕ0 + tanhY

1 + cosϕ0 tanhY
dY. (6.25)

Нарештi, використовуючи стандартний iнтеграл

∫
cosϕ0 + tanhx

1 + cosϕ0 tanhx
dx = ln cosh

(
x− ln tan

ϕ0

2

)
, (6.26)

спiввiдношення (6.21) може бути записано у виглядi

r2x − r2x0 =
8

3
ln

cosh
(
Y (τ)− ln tan ϕ0

2

)

cosh
(
ln tan ϕ0

2

) . (6.27)

Простий аналiз показує, що асимптотичний рiст функцiї |Y (τ)| i, от-

же, правої частини (6.27) не може вiдбуватися швидше, нiж ∼ τ . З iншого

боку, якщо iснує дрейфовий рух наночастинок з деякою середньою швид-

кiстю, тодi r2x(τ) ∼ τ 2 при τ → ∞ (див. також роздiл 7.1). Ця вiдмiннiсть

в асимптотичнiй поведiнцi лiвої та правої частин точного спiввiдношення (

6.27) свiдчить про те, що при ν⊥ = ν‖ = 0 дрейфовий рух феромагнiтних

наночастинок вiдсутнiй. Можна очiкувати, що у вiдповiдностi з теоремою

Массери в цьому випадку кут намагнiченостi ϕ i координата частинки rx

перiодично змiнюються з часом.
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6.2.3 Наближенi розв’язки

Тепер знайдемо наближенi розв’язки системи рiвнянь (6.8) i (6.9) при

умовi, що |rx− rx0| ≪ 1 . У цьому випадку, замiнивши в (6.8) rx(τ
′) на rx0

та використавши iнтеграл (6.22), отримуємо явний вираз для кута нама-

гнiченостi ϕ як функцiю безрозмiрного часу τ

ϕ = arccos

(
cosϕ0 + tanh [νgrx0f(τ)]

1 + cosϕ0 tanh [νgrx0f(τ)]

)
. (6.28)

Далi, пiдставивши (6.28) в (6.21) i приймаючи до уваги, що при |rx−rx0| ≪

1 має мiсце наближена рiвнiсть r2x − r2x0 = 2rx0(rx − rx0) (якщо rx0 6= 0 ),

пiсля простих обчислень знаходимо залежну вiд часу координату наноча-

стинки

rx = rx0 +
4

3
νg ln [G(τ)]

1
νgrx0 , (6.29)

де

G(τ) = cosh [νgrx0f(τ)] + cosϕ0 sinh [νgrx0f(τ)]. (6.30)

Зазначимо, що згiдно з (6.17) кут намагнiченостi (6.28) є перiодичною

функцiєю часу з безрозмiрним перiодом 2π . У загальному випадку коорди-

ната частинки (6.29) також є перiодичною функцiєю часу з тим же самим

перiодом. Але, як випливає з ( 6.17), (6.29) i (6.30), в особливому випад-

ку, коли умови φ = π/2 та ϕ0 = π/2 задовольняються одночасно, перiод

функцiї rx дорiвнює π .

Таким чином, функцiї (6.28) i (6.29) є розв’язком системи рiвнянь

(6.8) i (6.9) при |rx − rx0| ≪ 1 . Оскiльки максимальна величина функцiї

[G(τ)]
1

νgrx0 має значення порядку декiлькох одиниць, з (6.29) випливає, що

умова |rx− rx0| ≪ 1 виконується лише при νg ≪ 1 . Важливо пiдкреслити,

що величина |rx0| може бути довiльною: обертальнi та поступальнi рухи

всiх частинок при νg ≪ 1 описуються тими самими формулами (6.28) i (

6.29). Зокрема, для наночастинок поблизу початку координат, коли вико-

нується умова νg|rx0| ≪ 1 , їх можна записати у виглядi

ϕ = ϕ0 − νgrx0 sinϕ0f(τ)−
1
4ν

2
gr

2
x0 sin (2ϕ0)f

2(τ),

rx = rx0 +
4
3νg cosϕ0f(τ) +

2
3ν

2
grx0 sin

2 ϕ0f
2(τ). (6.31)
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Цi результати, що отриманi в квадратичному наближеннi за малими пара-

метрами νg i νg|rx0| , при ϕ0 = 0, π пiдтверджуються точними розв’язками

(6.16). Зауважимо також, що згiдно з (6.31), амплiтуда коливань кута на-

магнiченостi зростає набагато швидше зi збiльшенням |rx0| , нiж амплiтуда

коливань координати.

Для наночастинок, якi розташованi далеко вiд початку координат, тоб-

то коли νg|rx0| ≫ 1 , формула (6.28) зводиться до 2π -перiодичної ступене-

вої функцiї

ϕ =





0, rx0f(τ) > 0,

ϕ0, f(τ) = 0,

π, rx0f(τ) < 0.

(6.32)

Взагалi кажучи, часову залежнiсть координати наночастинки у даному ви-

падку можна визначити з формул (6.29) i (6.30). Однак для цiєї мети зру-

чнiше використовувати iнтегральну форму рiвняння (6.9)

rx = rx0 +
4

3
νg

∫ τ

0

cosϕ(τ ′) sin (τ ′ + φ)dτ ′. (6.33)

Дiйсно, пiдставляючи (6.32) у (6.33) та використовуючи умови f(τ) > 0

[ f(τ) < 0 ] при τ ∈ (0, 2π − 2φ) та f(τ) < 0 [ f(τ) > 0 ] при τ ∈ (2π −

2φ, 2π) , якi виконуються при φ ∈ (0, π/2) [φ ∈ (π/2, π) ], безпосередньо з

(6.33) отримуємо

rx = rx0 ±
4

3
νg|f(τ)|, (6.34)

де верхнiй та нижнiй знаки вiдносяться до rx0 > 0 i rx0 < 0 , вiдповiд-

но. Таким чином, у даному випадку наночастинки коливаються правiше

(лiвiше) початкової координати rx0 , якщо rx0 > 0 ( rx0 < 0 ). Варто та-

кож наголосити, що перiод цих коливань стрибкоподiбно зменшується вiд

2π до π , якщо φ = π/2 (тобто умова ϕ0 = π/2 не є необхiдною при

νg|rx0| → ∞ ). Зазначимо також, що динамiка наночастинок при νg ∼ 1 та

|rx0| ≫ 1 описується тими самими формулами ( 6.32) i (6.34).

6.2.4 Чисельна перевiрка аналiтичних результатiв

Щоб отримати бiльш повне уявлення про сумiсну обертальну та по-

ступальну динамiку наночастинок та перевiрити отриманi вище аналiтичнi
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результати, рiвняння (6.8) i (6.9) при ν⊥ = ν‖ = 0 були розв’язанi чи-

сельно. Чисельнi результати представленi для SmCo5 наночастинок, що

рухаються у водi за кiмнатної температури (295K ) та характеризується

параметрами M = 1.36× 103 emu cm−3 i η = 9.62× 10−3P . Вибiр SmCo5

наночастинок зумовлений двома факторами. По-перше, енергiя магнiтної

анiзотропiї у цьому матерiалi настiльки велика, що використання умови

"вмороженостi"намагнiченостi в тiло наночастинок є цiлком виправданим.

По-друге, оскiльки критичний дiаметр 2acr для SmCo5 наночастинок ста-

новить близько 103 nm [74], умова однодоменностi a < acr виконується

навiть для досить великих наночастинок (ми обираємо a = 102 nm ). Гра-

дiєнт g градiєнтного магнiтного поля обрано рiвним 102Oe cm−1 , а його

кутова частота Ω обирається такою, щоб безрозмiрна частота νg лежала в

iнтервалi вiд 10−3 (Ω ≈ 2.36×104 rad s−1 ) до 10−1 (Ω ≈ 2.36×102 rad s−1 ).

Далi, у вiдповiдностi до попереднiх припущень, фазу градiєнтного магнi-

тного поля φ та початковий кут намагнiченостi ϕ0 обираємо з iнтервалу

[0, π] . В той же час, початкове положення наночастинок rx0 обмежене роз-

мiром системи. Тому, припускаючи, що суспензiя розташована мiж пара-

лельними площинами x = ±l ( l = 1cm ), отримуємо |rx0| ≤ l/a = 105 .

Той факт, що умова νg|rx0| ≫ 1 може виконуватись, викликає де-

якi технiчнi труднощi при чисельному розв’язку системи рiвнянь ( 6.8) i

(6.9) чисельно. Причина полягає в тому, що система наночастинок у цьо-

му випадку характеризується двома дуже рiзними (безрозмiрними) часо-

вими масштабами τ1 i τ2 . Перший характеризує поступальну динамiку

наночастинок пiд дiєю осцилюючого градiєнтного магнiтного поля; згiдно

з (6.34) його можна визначити як τ1 = 1 . А другий характеризує iнтервал

часу, протягом якого кут намагнiченостi ϕ змiнюється вiд 0 до π (або

навпаки). Використовуючи (6.28) i (6.17), цей масштаб можна оцiнити як

τ2 = (νg|rx0|)
−1 , тобто τ2 ≪ τ1 . Тому, оскiльки крок за часом ∆τ має за-

довольняти умову ∆τ ≪ min{τ1, τ2} , його величина може бути настiльки

малою, що чисельне розв’язання рiвнянь (6.8) i (6.9) при νg|rx0| ≫ 1 буде

займати дуже багато часу. Ця проблема є загальною для всiх жорстких

звичайних диференцiальних рiвнянь, i для її подолання був розроблений

ряд методiв (див., наприклад, [?]).

Використовуючи метод Рунге-Кутти четвертого порядку, були знайде-
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Рисунок 6.1 – Координата наночастинки rx як функцiя безрозмiрного ча-
су τ для ϕ0 = 0 (лiнiя 1) i ϕ0 = π (лiнiя 2). Значення iнших параметрiв:
νg = 10−2 , φ = 0.4π , а початкове положення частинки rx0 є довiльним.
Суцiльнi лiнiї представляють точнi результати (6.16), тодi як результати
чисельного розв’язку рiвнянь ( 6.8) i ( 6.9) представленi символами.

нi чисельнi розв’язки системи рiвнянь (6.8) i (6.9) та пiдтвердженi всi теоре-

тичнi результати. На рисунку 6.1 показано, що аналiтичнi розв’язки (6.16)

цих рiвнянь повнiстю узгоджуються з чисельними. Рисунок (6.2) iлюструє

правильнiсть наближеного розв’язку, (6.28) i (6.29), рiвнянь (6.8) i (6.9)

при νg ≪ 1 . Цей рисунок пiдтверджує також наше передбачення, що пе-

рiод функцiї rx при ϕ0 = φ = π/2 вдвiчi менший, нiж перiод функцiї ϕ .

Нарештi випадок, коли νg|rx0| ≫ 1 , iлюструє рисунок (??). Як видно, на-

ближенi та чисельнi розв’язки рiвнянь (6.8) i (6.9) практично спiвпадають.

Звернемо увагу на те, що вiдповiдно до (6.32) i (6.34) подальше збiльшення

|rx0| не впливає на часову залежнiсть rx − rx0 i ϕ . В той же час, внаслi-

док жорсткостi системи рiвнянь (6.8) i (6.9) їх чисельний розв’язок стає

проблематичним.

Таким чином, аналiтичнi та чисельнi результати однозначно свiдчать

про те, що при ν⊥ = ν‖ = 0 градiєнтне магнiтне поле, яке змiнюється з

часом за гармонiчним законом, iндукує лише перiодичнi рухи (поступальнi

та обертальнi) наночастинок.
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Рисунок 6.2 – Залежнiсть координати наночастинки rx (a) i кута намагнi-
ченостi ϕ (b) вiд безрозмiрного часу τ при νg = 10−2 , rx0 = 102 , ϕ0 = π/2
i φ = π/2 . Суцiльнi лiнiї зображають наближенi розв’язки (6.29) i (6.28)
рiвнянь (6.8) i (6.9) для rx i ϕ , вiдповiдно. Як i на рисунку (6.1), результати
чисельного розв’язку цих рiвнянь позначенi символами.

0 2

0

1

2

(r
x

r x
0
)×
1
0

(a)

0 2
0

2(r
a
d
)

(b)

Рисунок 6.3 – Залежнiсть координати частинки rx (a) i кута намагнiчено-
стi ϕ (b) вiд безрозмiрного часу τ при νg = 10−1 , rx0 = 104 , ϕ0 = π/2 i
φ = 0, 4π . Наближенi розв’язки (6.34) i (6.32) рiвнянь (6.8) i (6.9) показанi
суцiльними лiнiями. Символи мають те саме значення, що й ранiше.
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7 ДРЕЙФ ФЕРРОМАГНIТНИХ НАНОЧАСТИНОК ПРИ

НАЯВНОСТI ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЇ КОМПОНЕНТИ

ОДНОРIДНОГО МАГНIТНОГО ПОЛЯ

7.1 Динамiка наночастинок при ν⊥ > 0 i ν‖ = 0

7.1.1 Явище дрейфу: попереднi результати та визначення

Ми починаємо аналiз динамiки наночастинок, що вiдбувається при на-

явностi лише перпендикулярної компоненти однорiдного магнiтного поля

(коли ν⊥ > 0 i ν‖ = 0 ), з узагальнення спiввiдношення (6.21). Дiючи так

само, як в роздiлi 6.2.2, i беручи до уваги, що

d

dτ

(
ln sinϕ+

3

8
r2x

)
= ν⊥

cos2 ϕ

sinϕ
, (7.1)

отримуємо iнтегральну формулу

ln
sinϕ

sinϕ0
+

3

8
(r2x − r2x0) = ν⊥

∫ τ

0

cos2 ϕ(τ ′)

sinϕ(τ ′)
dτ ′, (7.2)

яка узагальнює (6.21) на випадок, коли ν⊥ > 0 . Оскiльки ϕ ∈ [0, π] , його

права частина, P (τ) , монотонно зростає з часом. Загалом, iснує два режи-

ми зростання. Перший характеризується умовою P (∞) < ∞ , яка, згiдно

(6.8) та ( 6.9) може бути реалiзована, якщо ϕ → π/2 i rx → 0 при τ → ∞ .

Як випливає з (7.2), такий режим може iснувати тiльки для наночастинок,

в яких початковий кут намагнiченостi ϕ0 та їх початкова координата rx0

задовольняють умовi

ln sinϕ0 +
3

8
r2x0 + P (∞) = 0. (7.3)

Другий режим реалiзується, якщо P (τ) з часом прагне до нескiн-

ченностi. У цьому випадку майже всi наночастинки з rx0 > 0 рухаються

вправо ( rx → ∞ при τ → ∞ ) i майже всi наночастинки з rx0 < 0 ру-

хаються влiво ( rx → −∞ як τ → ∞ ), виконуючи при цьому коливальнi

рухи. Iншими словами, градiєнтне магнiтне поле, що змiнюється з часом за

гармонiчним законом, iндукує спрямований транспорт (дрейф) зважених у
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в’язкiй рiдинi феромагнiтних наночастинок, якщо iснує перпендикулярна

компонента зовнiшнього однорiдного магнiтного поля. На перший погляд

це виглядає парадоксально, оскiльки однорiдне поле не генерує магнiтної

сили. Однак, згiдно з ( 6.4), воно створює додатковий обертальний момент,

який впливає на кут намагнiченостi ϕ i, отже, опосередковано змiнює ру-

шiйну силу (6.5). Саме цей обертальний момент вiдповiдає за появу дрей-

фового руху наночастинок (див. нижче).

В рамках нашої моделi будь-який параметр, що характеризує дрей-

фовий рух наночастинок, можна знайти, якщо розв’язок рiвнянь (6.8) i

( 6.9) вiдомий. Одним з найважливiших параметрiв є швидкiсть дрейфу,

тобто середня швидкiсть наночастинки v , яка визначається як змiщення

частинки ∆rx (пiсля перехiдного часу τtr ) протягом перiоду 2π градiєн-

тного магнiтного поля: v = ∆rx/2π . Оскiльки ∆rx = rx(2π+ τtr)− rx(τtr) ,

з (6.9) знаходимо наступний вираз для безрозмiрної швидкостi дрейфу:

v =
2νg
3π

∫ 2π+τtr

τtr

cosϕ(τ) sin (τ + φ)dτ. (7.4)

Зазначимо також, що розмiрна швидкiсть дрейфу V виражається через

безрозмiрну, як V = Ωav .

7.1.2 Динамiка наночастинок в околi початку координат

Оскiльки, згiдно з (6.10), ν⊥/νg = H⊥/ga , величина цього вiдношення

зазвичай досить велика. Тому з урахуванням параметрiв моделi, представ-

лених у попередньому роздiлi, обмежемо наш аналiз тiльки випадком, коли

ν⊥ ≫ 1 i νg ≪ 1 .

Почнему вивчення явища дрейфу для наночастинок, розташованих

поблизу початку координат. Бiльш точно, ми розглядаємо наночастинки,

чиї початковi положення задовольняють умовi 1 . |rx0| ≪ ν⊥/νg . Для

цих наночастинок iснує два абсолютно рiзних динамiчних режими. Пер-

ший реалiзується при 0 ≤ τ ≤ τtr i характеризується швидкими змiнами

змiнних ϕ i rx , а другий, що iснує при τ ≥ τtr , характеризується значно

повiльнiшою динамiкою.
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Наведенi вище обмеження дозволяють приблизно визначити кут нама-

гнiченостi ϕ у цих двох режимах. Справдi, оскiльки ν⊥ ≫ 1 i, як наслiдок,

τtr ≪ 1 (це буде доведено пiзнiше), функцiї cosϕ i sinϕ на часовому iн-

тервалi [0, τtr] можуть бути лiнiйно апроксимованi наступним чином:

cosϕ = cosϕ0 + (cosϕ(0) − cosϕ0)τ/τtr,

sinϕ = sinϕ0 + (sinϕ(0) − sinϕ0)τ/τtr (7.5)

[ϕ(0) = ϕ(τtr) ]. Використовуючи цей результат i iнтегруючи рiвняння (6.8)

за часом τ вiд 0 до τtr , отримуємо спiввiдношення

2(ϕ(0) − ϕ0) = ν⊥(cosϕ
(0) + cosϕ0)τtr

−νgrx0 sinφ (sinϕ
(0) + sinϕ0)τtr, (7.6)

яке пiсля обчислення ϕ(0) буде використане для визначення часу перехi-

дного процесу τtr .

У другому динамiчному режимi (коли τ ≥ τtr ) представимо кут на-

магнiченостi у виглядi

ϕ = ϕ(0) + ϕ1(τ), (7.7)

де |ϕ1(τ)| ≪ 1 i ϕ1(τtr) = 0 . Якщо τ обмежено декiлькома перiодами

градiєнтного магнiтного поля, тодi координату частинки rx в (6.8) можна

замiнити її початковою координатою rx0 . За таких припущень (6.8) зводи-

ться до лiнiйного рiвняння

ϕ̇1(τ) = ν⊥ cosϕ(0) − ν⊥ sinϕ(0)ϕ1(τ)

−νgrx0 sinϕ
(0) sin (τ + φ), (7.8)

розв’язок якого можна представити у виглядi

ϕ1(τ) = cotϕ(0) +
νgrx0 sinϕ

(0)

1+ν2⊥ sin2 ϕ(0)

×
(
cos (τ + φ)− ν⊥ sinϕ(0) sin (τ + φ)

)
. (7.9)
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Залишивши в (7.9) члени порядку νg/ν⊥ , отримуємо

ϕ1(τ) = cotϕ(0) −
νg
ν⊥

rx0 sin (τ + φ). (7.10)

Звiдси, використовуючи умову ϕ1(τtr) = 0 та формулу (7.7), знаходимо

часову залежнiсть кута ϕ у другому динамiчному режимi

ϕ =
π

2
−

νg
ν⊥

rx0 sin (τ + φ). (7.11)

Тепер визначимо час перехiдного процесу τtr . Якщо припустити, що

початковий кут намагнiченостi ϕ0 не надто близький до π/2 i замiнюючи,

згiдно з (7.11), ϕ(0) на π/2 (нагадаємо, що ϕ(0) = ϕ(τtr) ), з ( 7.6) отримуємо

явну формулу для часу перехiдного процесу

τtr =
π − 2ϕ0

ν⊥ cosϕ0
, (7.12)

яка показує, що τtr ≪ 1 . Якщо ϕ0 = π/2 , тодi спiввiдношення (7.6) разом

з формулою

ϕ(0) =
π

2
−

νg
ν⊥

rx0 sinφ (7.13)

(тут припускається, що φ ≫ τtr ) дає τtr = 2/ν⊥ . Таким чином, оскiльки

з (7.12) випливає, що τtr → 2/ν⊥ при ϕ0 → π/2 , формула (7.12) завжди

може бути використана для оцiнки часу перехiдного процесу.

Нарештi, використовуючи (6.9) i отриманi вище результати, можна

описати i поступальний рух наночастинок. Визначимо спочатку перемiще-

ння наночастинки r
(0)
x − rx0 [ r(0)x = rx(τtr) ] протягом перехiдного часу τtr .

Для цього пiдставимо cosϕ з (7.5) у рiвняння (6.9) i проiнтегруємо його

за часом τ вiд 0 до τtr . В результатi, використовуючи (7.12) i (7.13), для

перемiщення наночастинки отримуємо формулу

r(0)x − rx0 =
2νg
3ν⊥

π − 2ϕ0

cosϕ0
sinφ

(
νg
ν⊥

rx0 sinφ+ cosϕ0

)
. (7.14)

Вона показує, що перемiщення наночастинок дуже сильно залежить вiд
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початкових умов. Зокрема, якщо | cosϕ0| ≫ (νg/ν⊥)|rx0| sinφ , тодi

r(0)x − rx0 =
2νg
3ν⊥

(π − 2ϕ0) sinφ, (7.15)

а при ϕ0 = π/2 формула (7.14) дає

r(0)x − rx0 =
4ν2g
3ν2⊥

rx0 sin
2 φ. (7.16)

Для опису поступального руху наночастинок у другому динамiчному

режимi будемо використовувати рiвняння (6.9), в якому кут ϕ визнача-

ється за формулою (7.11). Iнтегруючи це рiвняння за часом в iнтервалi

[τtr, τ ] , де, як i ранiше, τ(≥ τtr) обмежено декiлькома перiодами градiєн-

тного магнiтного поля, неважко отримати наступну формулу для коорди-

нати наночастнки:

rx = r
(0)
x +

ν2g
3ν⊥

rx0

[
2(τ − τtr)− sin 2(τ + φ)

+ sin 2(τtr + φ)
]
. (7.17)

У вiдповiдностi з цим результатом наночастинки рухаються коливальним

чином праворуч (якщо rx0 > 0 ) або лiворуч (якщо rx0 < 0 ). Це пiд-

тверджує наше передбачення про те, що градiєнтне магнiтне поле, яке

змiнюється з часом за гармонiчним законом, генерує спрямований транс-

порт наночастинок, тiльки якщо ν⊥ > 0 . Використовуючи визначення

швидкостi дрейфу v = [rx(2π + τtr) − rx(τtr)]/2π та формулу (7.17),

для середньої швидкостi дрейфу наночастинок в околi початку координат,

v1 = v||rx0|≪ν⊥/νg , знаходимо наступну формулу:

v1 =
2ν2g
3ν⊥

rx0. (7.18)

Той факт, що v1 лiнiйно залежить вiд rx0 означає, що координата на-

ночастинки rx(2πn) експоненцiйно зростає з числом n (n = 1, 2, . . . ) перi-

одiв осцилюючого градiєнтного магнiтного поля, якщо виконується умова
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|rx(2πn)| ≪ ν⊥/νg . Дiйсно, в цьому випадку

rx(2πn) = rx(2πn− 2π)

(
1 +

4πν2g
3ν⊥

)
(7.19)

i, як наслiдок,

rx(2πn) = rx0 exp

[
n ln

(
1 +

4πν2g
3ν⊥

)]
. (7.20)

Щоб уникнути плутанини, акцентуємо увагу на двох моментах, пов’язаних

з цим результатом. По-перше, оскiльки |rx(2πn)| ≪ ν⊥/νg i 4πν2g/3ν⊥ ≪ 1 ,

координата частинки rx(2πn) зростає експоненцiйно з дискретним часом

2πn тiльки в тому випадку, якщо

n ≪ nmax =
3ν⊥
4πν2g

ln
ν⊥

νg|rx0|
. (7.21)

Iншими словами, формула (7.20) справедлива при τtr < τ ≪ 2πnmax

для наночастинок, чиї початковi координати задовольняють умовi |rx0| ≪

ν⊥/νg . I по-друге, згiдно з (7.17) координата частинки rx(τ) (на вiдмiну

вiд rx(2πn) ) зростає (або спадає) з часом τ коливальним чином.

7.1.3 Швидкiсть дрейфу на великих вiдстанях вiд початку координат

Визначемо тепер швидкiсть дрейфу наночастинок, якi знаходяться на

великих вiдстанях вiд початку координат, тобто коли виконується умова

|rx| ≫ ν⊥/νg . У цьому випадку час перехiдного процесу τtr ∼ (νg|rx|)
−1

малий ( τtr ≪ ν−1
⊥ ) i, вiдповiдно до (6.8), кут намагнiченостi ϕ i координата

частинки rx пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

cotϕ−
νgrx
ν⊥

sin (τ + φ) = 0. (7.22)
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Зiдси при νg|rx|/ν⊥ → ∞ отримуємо

cosϕ = sgn(rx)





1, 0 < τ < π − φ,

−1, π − φ < τ < 2π − φ,

1, 2π − φ < τ < 2π,

(7.23)

де sgn(x) – знакова функцiя. Пiдставивши цей результат у загальну фор-

мулу (7.4) i виконавши просте iнтегрування, знаходимо середню швидкiсть

дрейфу наночастинок v2 = v||rx|≫ν⊥/νg на великих вiдстанях вiд початку

координат (щоб пiдкреслити цей факт, дану швидкiсть дрейфу будемо по-

значати також як v∞ )

v2 = sgn(rx)
8νg
3π

. (7.24)

Зазначимо також, що якщо початкова координата частинки rx0 не надто

близька до початку координат, тодi sgn(rx) можна замiнити на sgn(rx0)

(див. роздiл 7.1.1).

Оскiльки швидкiсть дрейфу таких наночастинок однакова (тобто не

залежить вiд |rx0| ), їх координати лiнiйно зростають (якщо rx0 > 0 ) або

спадають (якщо rx0 < 0 ) iз збiльшенням дискретного часу 2πn . Порiв-

нюючи (7.24) та (7.18), бачимо, що |v2| ≫ |v1| . Дивно, але згiдно iз (7.24)

розмiрна середня швидкiсть дрейфу |V 2| = 4Mga2/9πη , яка досягається в

осцилюючому градiєнтному магнiтному полi, близька до швидкостi рiвно-

мiрного руху наночастинок |V | = 2Mga2/9η у разi незалежного вiд часу

градiєнтного магнiтного поля [54].

7.1.4 Явище дрейфу: чисельнi результати

Щоб перевiрити теоретичнi результати отриманi в роздiлах 7.1.2 i 7.1.3,

система рiвнянь (6.8) i (6.9) була чисельно розв’язана при ν⊥ ≫ 1 . На

рисунку (7.1) показанi теоретичнi i чисельнi залежностi вiд часу коорди-

нати rx i кута намагнiченостi ϕ для наночастинок в околi початку коор-

динат. Як можна бачити, чисельнi результати (символи) дуже добре уз-

згоденi з теоретичними результатами. Зокрема, функцiї rx i ϕ у друго-
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Рисунок 7.1 – Залежностi координати частинки rx (a) i кута намагнiче-
ностi ϕ (b) вiд безрозмiрного часу τ для наночастинок в околi початку
координат. Обранi параметри моделi: νg = 10−1 , ν⊥ = 102 , rx0 = 2 i
ϕ0 = 0.3π . Суцiльнi лiнiї (1) i (2) представляють теоретичнi результати
(7.17) i (7.11) для φ = π/2 i φ = π/6 , вiдповiдно. Символами показанi
результати, отриманi шляхом чисельного розв’язання рiвнянь (6.8) i (6.9).

му динамiчному режимi описуються формулами (7.17) та (7.11), а умо-

ви rx(2π + τ) = 2πv1 + rx(τ) i ϕ(2π + τ) = ϕ(τ) виконуються, якщо

час τ не надто великий. Бiльш того, числовi значення r
(0)
x та ϕ(0) зна-

ходяться у повнiй вiдповiдностi до даних, отриманих з формули (7.14)

( r(0)x − rx0 = 8.41 × 10−4 для φ = π/2 i r
(0)
x − rx0 = 4.20 × 10−4 для

φ = π/6 ) та формули (7.13) (ϕ(0) − π/2 = −2 × 10−3 для φ = π/2 та

ϕ(0) − π/2 = −10−3 для φ = π/6 ). Чисельна швидкiсть дрейфу також

добре узгоджується з теоретичним результатом (7.18) (для обраних пара-

метрiв моделi маємо v1 = 1.33× 10−4 ).

Числовi результати, що пiдтверджують теоретичну формулу (7.24)

для середньої швидкостi наночастинок на великих вiдстаннях вiд поча-

тку координат, наведенi на рисунку (7.2). На рисунку (7.2b) прямi суцiльнi

лiнiї представляють граничну середню швидкiсть v2 = v∞ як функцiю

параметра νg при rx0 > 0 i rx0 < 0 . Символи вiдповiдають швидкостi

v2 = [rx − rx0]/2π , розрахованої з числових результатiв, показаних на ри-

сунку 7.2a. Пiдкреслимо, що, оскiльки теоретичний результат (7.24) отри-

мано за умови |rx0| ≫ ν⊥/νg , лiнiйна залежнiсть v2 вiд νg має мiсце,

тiльки якщо параметр νg не надто малий. Вiдзначимо також, що розмiрна

середня швидкiсть цих наночастинок досить велика: |V 2| = 2×103 nm s−1 .
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Рисунок 7.2 – Залежнiсть координати наночастинки rx вiд безрозмiрного
часу τ (a) та залежнiсть граничної середної швидкiстi v2 вiд параметра νg
(b) при |rx0| ≫ ν⊥/νg . Чисельнi результати для rx наведенi для νg = 10−1

i rx0 = 105 (лiнiя 1), νg = 5 × 10−2 i rx0 = 105 (лiнiя 2), νg = 5 ×
10−2 . i rx0 = −105 (лiнiя 3), i νg = 10−1 i rx0 = −105 (лiнiя 4). Iншi
параметри: ν⊥ = 102 , ϕ0 = π/2 i φ = π/2 . Теоретичнi залежностi v2 вiд
νg обчислюються за формулою (7.24) (вони представленi прямими лiнiями),
а чисельнi значення v2 зображенi символами.

Нарештi, рисунок (7.3) iлюструє поведiнку наночастинки (з rx0 = 102 )

на великому часовому iнтервалi. Вiдповiдно до результатiв проведеного

аналiзу наночастинка рухається вправо, а її середня координата

rx =
1

2π

∫ τ+2π

τ

rx(τ
′)dτ ′ (7.25)

наближається на великих часах до лiнiйного режиму, див. рисунок (7.3)a.

Як було встановлено, на малих часах кут намагнiченостi є майже перiо-

дичною функцiєю τ . Проте, оскiльки |rx| росте з τ , можна зробити ви-

сновок, що maxϕ (minϕ ) зростає до π (зменшується до 0 ) зi збiльше-

нням τ . Цей факт проiлюстровано на рисунку (7.3b). Часова залежнiсть

середньої швидкостi частинок v = drx/dτ показана на рисунку (7.3c). Мi-

нiмальне та максимальне значення середньої швидкостi, v1 = 6.67× 10−3

i v2 = 8.49 × 10−2 , повнiстю узгоджуються з теоретичними значеннями,

отриманими з (7.18) i (7.24), вiдповiдно. Коди Python, якi використовува-

лися для отримання чисельних результатiв, депонованi в Mendeley Data [?].
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Рисунок 7.3 – Чисельнi результати для середньої координати частинки rx
(a), екстремальнi значення ϕex кута намагнiченостi (b) i середної швидкiстi
частинки v (c) в залежностi вiд безрозмiрного часу τ . Параметри моделi:
νg = 10−1 , ν⊥ = 102 , rx0 = 102 , ϕ0 = π/2 i φ = π/2 . Лiнiї 1 i 2 пред-
ставляють функцiї maxϕ i minϕ , вiдповiдно, а пунктирна горизонтальна
лiнiя вiдповiдає граничнiй середнiй швидкiстi частинки v2 .

Результати цього роздiлу показують, що явище дрейфу виникає лише

за наявностi однорiдного магнiтного поля (H⊥ > 0 ). Це поле впливає на

кут намагнiченостi i, внаслiдок цього, змiнює рушiйну силу, яка створю-

ється осцилюючим градiєнтним магнiтним полем. Спiльна дiя цих полiв

призводить до якiсних змiн в обертальному та поступальному рухах на-

ночастинок. Зокрема, кут намагнiченостi, який описує обертальний рух,

коливається з часом в iнтервалi [0, π ], але амплiтуда коливань повiльно

зростає з часом. Поступальний рух наночастинок також змiнюється ко-

ливальним чином, але протягом кожного перiоду градiєнтного поля вони

злегка змiщуються вправо (якщо rx0 > 0 ) або влiво (якщо rx0 < 0 ). Са-

ме цi змiщення вiдповiдальнi за дрейфовий рух наночастинок, iндукований

однорiдним i градiєнтним магнiтним полем, що змiнюється у часi.
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8 ДРЕЙФ ФЕРРОМАГНIТНИХ НАНОЧАСТИНОК ЗА

НАЯВНОСТI ПАРАЛЕЛЬНОЇ КОМПОНЕНТИ

ОДНОРIДНОГО МАГНIТНОГО ПОЛЯ

8.1 Динамiка наночастинок при ν⊥ = 0 i ν‖ > 0

Почнемо аналiз динамiки наночастинок при наявностi лише пара-

лельної компоненти однорiдного магнiтного поля, тобто коли ν⊥ = 0 i

ν‖ 6= 0 . Рiвняння (6.8) i (6.9) дозволяють знайти зв’язок мiж їх розв’язком

{ϕ, rx}ν‖ при фiксованому ν‖ i їх розв’язком {ϕ̃, r̃x}ν̃‖ при фiксованому

ν̃‖ = −ν‖ . Будемо вважати, що цi розв’язки задовольняють початковим

умовам {ϕ0, rx0}ν‖ i {ϕ̃0, r̃x0}ν̃‖ , вiдповiдно. Тодi, обираючи ϕ̃ = π − ϕ з

ϕ̃0 = π−ϕ0 i r̃x = −rx з r̃x0 = −rx0 , неважко перевiрити, що {ϕ̃0, r̃x0}ν̃‖=−ν‖

– також розв’язок рiвнянь ( 6.8) i (6.9). Тому подальший аналiз можна

обмежити випадком, коли ν‖ > 0 (випадок ν‖ = 0 вже розглянуто у попе-

редньому роздiлi).

Чисельний аналiз показав, що в цьому випадку дрейфовий рух нано-

частинок також вiдсутнiй. Однак паралельна складова однорiдного магнi-

тного поля якiсно змiнює динамiку наночастинок. Найбiльш iстотнi змiни,

що вiдбуваються при ν‖ > 0 , полягають у тому, що розв’язок рiвнянь (6.8)

i (6.9) наближається з часом до стацiонарного розв’язку {ϕst, rxst} , де ϕst

та rxst визначаються за формулами

ϕst = 0, rxst =
4

3
νgf(τ) (8.1)

або

ϕst = π, rxst = −
4

3
νgf(τ) (8.2)

(вiдповiдь на питання про те, який саме розв’язок реалiзується, залежить

вiд початкових умов). Звернемо увагу на те, що, на вiдмiну вiд ( 8.1) i

(8.2), розв’язки (6.16) є точними. Але вони були отриманi при ν⊥ = ν‖ = 0

i вiдповiдають початковим умовам ϕ0 = 0, π . Якщо ж ϕ0 6= 0, π , тодi як

rx , так i ϕ є перiодичними функцiями часу (цей факт проiлюстровано на

рисунку (8.1)).
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Рисунок 8.1 – Часовi залежностi координати частинки rx (a) i кута нама-
гнiченостi ϕ (b) при ν⊥ = ν‖ = 0 i νg = 0.2 , rx0 = 2 × 102 , ϕ0 = π/4 ,
φ = π/5 .

Що ж стосується стацiонарних розв’язкiв (8.1) i (8.2) (звернемо увагу

на те, що вони не залежать вiд rx0 ), то вони встановлюються протягом

деякого часу τst , яке сильно залежить вiд ν‖ . Зокрема, якщо значення ν‖

дуже мале, то стацiонарний розв’язок встановлюється протягом багатьох

перiодiв градiєнтного магнiтного поля. Навпаки, τst ≪ 1 , якщо значення ν‖

досить велике. Для iлюстрацiї цього факту на рисунку (8.2а) для ν‖ = 0.6

показано залежнiсть вiд часу координати частинки rx отриману чисельно

(суцiльна лiнiя) i теоретичний результат для rxst з (8.1) (пунктирна лiнiя).

Залежнiсть кута намагнiченостi ϕ вiд часу показана на рисунку (8.2б) для

ν‖ = 0.6 та ν‖ = 3 . Iз результатiв, представлених на рисунку (8.2), можна

зробити висновок, що τst ∼ 6π при ν‖ = 0.6 та τst ≪ 1 при ν‖ = 3 .

8.2 Динамiка наночастинок при ν⊥ > 0 i ν‖ > 0

У цьому випадку, використовуючи результати проведеного ранiше ана-

лiзу, можна очiкувати, що явище дрейфу наночастинок iснує, але його ха-

рактеристики суттєво залежать вiд величини ν‖ . Цi очiкування пiдтвер-
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Рисунок 8.2 – Часовi залежностi координати частинки rx (a) i кута нама-
гнiченостi ϕ (b) при ν‖ = 0.6 . Iншi параметри тi ж самi, що i на рисунку
(8.1). Пунктирна лiнiя вiдповiдає теоретичному результату (8.1) для rxst .
Вставка на рисунку (8.2б): залежнiсть ϕ вiд τ при ν‖ = 3 .

джуються результатами чисельного розв’язку системи рiвнянь ( 8.1) i (8.2).

В якостi приклада на рисунку (8.3) показанi часовi залежностi (на вiдно-

сно малому часовому iнтервалi) координати rx i кута ϕ при ν⊥ = 10

i рiзних значеннях параметра ν‖ . Вони демонструють загальну тенден-

цiю: збiльшення паралельної складової однорiдного магнiтного поля (тоб-

то збiльшення ν‖ ) зменшує рiст rx . Щоб кiлькiсно охарактеризувати це

зменшення, введемо безрозмiрну середню швидкiсть дрейфу наночастинок

vn = [rx(2πn) − rx(2πn − 2π)]/2π (n = 1, 2, · · ·N) на n -му перiодi градi-

єнтного магнiтного поля. Оскiльки умова vn = const виконується, якщо

величина N досить мала, середню швидкiсть дрейфу на часовому iнтер-

валi (0, 2πN) можна визначити за формулою v = [rx(2πN) − rx0]/2πN .

Таким чином, збiльшення параметра ν‖ зменшує швидкiсть дрейфу нано-

частинок. Для даних з рисунку (8.3) (тут N = 5 ) знаходимо v = 3.1×10−2

при ν‖ = 0 , v = 2.4× 10−2 при ν‖ = 5 i v = 1.3× 10−2 при ν‖ = 10 .

Швидкiсть дрейфу кожної наночастинки залежить не тiльки вiд па-

раметрiв задачi, а й вiд часу, протягом якого частинка рухається. Це вiд-
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Рисунок 8.3 – Часовi залежностi координати частинки rx (a) i кута нама-
гнiченостi ϕ (b) при νg = 0.1 , ν⊥ = 10 , rx0 = 50 , ϕ0 = π/4 , φ = π/5 та
ν‖ = 0 (синя лiнiя), ν‖ = 5 (червона лiнiя), ν‖ = 10 (зелена лiнiя).

бувається тому, що частинка змiщується вправо або влiво (напрямок за-

лежить вiд знаку rx0 ) протягом кожного перiоду градiєнтного магнiтно-

го поля. Як наслiдок, градiєнтне поле, що дiє на частинку, збiльшується,

а обертальнi i трансляцiйнi характеристики цiєї частинки, включаючи її

дрейфову швидкiсть, змiнюються з часом. Цей висновок пiдтверджується

чисельними результатами, представленими на рисунку (8.4). Той факт, що

з ростом параметра ν‖ координата rx(2πN) даної частинки зменшується,

проiлюстровано на рисунку (8.4)а, де залежностi rx(2πN) вiд N показанi

для ν‖ = 0 (синя лiнiя) i ν‖ = 25 (червона лiнiя). Графiки максималь-

ного та мiнiмального значень кута намагнiченостi на N -му перiодi градi-

єнтного магнiтного поля, ϕNmax та ϕNmin , зображенi на рисунку (8.4б).

Тут ϕ1max = 2.0 i ϕ1min = 1.1 при ν‖ = 0 , та ϕ1max = 4.6 × 10−1 i

ϕ1min = 3.2 × 10−1 при ν‖ = 25 . Якщо N → ∞ , тодi ϕNmax → π i

ϕNmin → 0 для будь-якого фiксованого однорiдного магнiтного поля. На-

рештi, на рисунку (8.4c) показано середню швидкiсть дрейфу vN даної

частинки на N -му перiодi градiєнтного магнiтного поля. Для використа-
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фу N частинки на N -му перiодi (c). Цi результати отриманi при νg = 0.1 ,
ν⊥ = 10 , rx0 = 50 , ϕ0 = π/4 , φ = π/5 та ν‖ = 0 (синi лiнiї) i ν‖ = 25
(червонi лiнiї).
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них параметрiв маємо v1 = 3.1 × 10−2 при ν‖ = 0 та v1 = 1.7 × 10−3

при ν‖ = 25 . Як видно, якщо число N не надто велике, тодi ν‖ сильно

зменшує швидкiсть дрейфу. Але якщо N → ∞ , тодi швидкiсть дрейфу не

залежить вiд ν‖ i прямує до v∞ = 8.5× 10−2 . Зауважимо, однак, що чим

бiльше ν‖ , тим повiльнiше vN зростає зi збiльшенням N .
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ВИСНОВКИ

В ходi виконання другого етапу даної НДР були отриманi такi основнi

результати

Вимушена зв’язана динамiка наночастинки як цiлого та її намагнi-

ченостi розглянута в детерсiнiстичному наближеннi. Пiдхiд ґрунтується

на рiвняннi обертального моменту та рiвняннi прецесiї намагнiченостi у

середовищi iз зiгасанням, якi випливають iз закону збереження повного

моменту iмпульсу. У цьому пiдходi описано два режими руху пiд дiєю

циркулярно-поляризованого поля. Якщо i вiсь легкої осi наночастинки, i її

магнiтний момент виконують прецесiю в межах поверхонь конусiв з постiй-

ними кутами, ми називаємо це однорiдним режимом. Якщо прецесiя стає

нестабiльною i полярний кут, принаймнi, для одного з векторiв зазнає перi-

одичних змiн, ми називаємо це неоднорiдним режимом. Щоб добре зрозумi-

ти механiзми розсiювання енергiї, ми представляємо результати зв’язаного

руху разом з результатами для випадкiв жорстко фiксованої наночастинки

всерединi твердої матрицi та жорстко фiксованої намагнiченостi всерединi

незакрiпленої жорстко наночастинки.

Оскiльки розглядалася дiя циркулярно-поляризованого зовнiшнього

поля, природно, що найпростiшим типом вимушеного руху є однорiдна пре-

цесiя. Цей тип руху характеризується постiйними кутами прецесiї та постiй-

ними кутами вiдставання, значення яких залежать вiд параметрiв системи.

Алгебраїчнi рiвняння для цих залежностей отриманi для всiх розглянутих

випадкiв. Встановлено такi основнi властивостi розв’язкiв вiдповiдних алге-

браїчних рiвнянь для випадку зв’язаної динамiки. По-перше, магнiтний мо-

мент наночастинок завжди становить менший кут iз зовнiшнiм полем, нiж

iз вiссю анiзотропiї. По-друге, прецесiйна динамiка передбачає наявнiсть

деякого ефективного поля, перпендикулярного до площини поляризацiї по-

ля, величина якого залежить вiд частоти змiнного зовнiшнього та напрям-

ку поляризацiї. Для високих частот це ефективне поле є досить великим

i може утримувати магнiтний момент майже вздовж напрямку, який пер-

пендикулярний до площинi поляризацiї зовнiшнього поля. Останнiй факт

був пiдтверджений чисельно. Iснування однорiдного режиму прецесiї було

пiдтверджено чисельно. У випадку зв’язаного руху головною особливiстю
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є невеликий кут конусу прецесiї для легкої осi, який передбачає слабке ме-

ханiчне обертання тiла наночастинок. Нарештi, вирази втрати потужностi

отриманi для випадку в’язкого обертання наночастинки зi скiнченною анi-

зотропiєю та для спрощених випадкiв нерухомої наночастинки i нерухомої

намагнiченостi.

Неоднорiдний режим є ключовим питанням наших дослiджень i був

описаний чисельно. Цей режим полягає в перiодичних змiнах полярних ку-

тiв з перiодом, який не збiгається перiодом поля. Активацiя неоднорiдного

режиму прецесiї супроводжується змiнами втрат електроенергiї. Однак у

разi руху наночастинки iз зафiксованою всерединi намагнiченiстю неодно-

рiдна прецесiя призводить до зниження втрат потужностi. У той же час, у

випадку магнiтної динамiки всерединi нерухомої наночастинки та у випад-

ку зв’язаного руху наночастинки з кiнцевою анiзотропiєю у в’язкому носiї

неоднорiдна прецесiя пов’язана зi значним збiльшенням втрат потужностi.

Зв’язаний рух демонструє iнший тип неоднорiдної прецесiї, що часто пе-

реходить у хаотичний. Цей вид руху реалiзований для досить широкого

дiапазону параметрiв. Перемикання мiж ними та режимами iнших типiв

також пов’язане з рiзкими модифiкацiями втрат електроенергiї.

Нарештi, ми спостерiгали щонайменше два новi режими, якi не iсну-

ють для жорстко фiксованих випадкiв наночастинок та жорстких диполiв

пiд дiєю циркулярно-поляризованого поля. Перший новий режим - це ха-

отична прецесiя, яка реалiзується двома рiзними способами: чисто хаоти-

чний, див. рис. 3.4 та повiльний хаотичний дрейф легкої вiсi з "регулярни-

ми"коливаннями магнiтного моменту навколо, див. рис. 3.5. Другий новий

режим є регулярним, коли повiльний дрейф реалiзується азимутальними

кутами векторiв m i n , тодi як полярнi кути цих векторiв коливаються

навколо осереднених значень.

Незважаючи на нелiнiйнi ефекти в зв’язанiй динамiцi, все ще потрi-

бно ретельно дослiдити, повiдомленi результати дозволяють констатувати

наступне. Рiзкi переходи мiж рiзними режимами прецесiї є важливим яви-

щем для контролю процесу нагрiвання в межах гiпертермiї. З одного боку,

його можна використовувати для вибору оптимальних параметрiв терапiї.

З iншого боку, нам потрiбно пам’ятати про це, щоб запобiгти небезпечно-
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му перегрiванню. Хоча наш пiдхiд не враховує термiчного збудження та

дипольної взаємодiї мiж наночастинками, його актуальнiсть очевидна. По-

перше, як випливає з наближення фiксованої намагнiченостi, взаємодiя та

тепловий шум зменшують цi значення. Тому детермiнований пiдхiд вста-

новлює граничнi значення втрат електроенергiї. По-друге, для досить ве-

ликих наночастинок (∼ 20 нм) та порiвняно iнтенсивних зовнiшнiх полiв

домiнуюча регулярна складова в динамiцi наночастинок. Отже, детермiнi-

стичний пiдхiд дає результати, близькi до правильних.

Було встановлено та проаналiзовано прецесiйне обертання магнiтно-

iзотропних феромагнiтних наночастинок у в’язкiй рiдинi, викликане за ра-

хунок обертового магнiтного поля. Примiтною особливiстю цього явища

є те, що воно виникає, коли зв’язок мiж магнiтною та решiтковою пiдси-

стемами, що виникає внаслiдок магнiтокристалiчної анiзотропiї, вiдсутнiй.

Ми чiтко показали, що причиною цього обертання є викликаний дисипацi-

єю зв’язок мiж цими пiдсистемами.

Ми також обговорювали можливiсть експериментального виявлення

обертання, викликаного дисипацiєю, iзотропних феромагнiтних наночасти-

нок обертовим магнiтним полем. Оскiльки пряме експериментальне спосте-

реження за обертанням наночастинок видається проблематичним, ми очi-

куємо, що це явище можна перевiрити, порiвнюючи прогнозованi та експе-

риментальнi магнiтнi властивостi цих систем. Така можливiсть випливає iз

сильного дисипацiйного зв’язку мiж магнiтною та решiтковою пiдсистема-

ми наночастинок у стацiонарному станi.

Також в рамках даної НДР дослiджено динамiку зважених у в’язкiй

рiдинi сильно анiзотропних феромагнiтних наночастинок. У випадку, коли

такi частинки знаходяться пiд дiєю як постiйного за часом однорiдного ма-

гнiтного поля, так i градiєнтного магнiтного поля, що змiнюється з часом за

гармонiчним законом, отримано мiнiмальну систему рiвянь, якi описують

їх обертальний та поступальний рухи. У наближенi безiнерцiйних i невза-

ємодiючих наночастинок ця система рiвнянь складається з двох зв’язаних

мiж собою нелiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку для ази-

мутального кута вектора намагнiченостi i координати центра частинки.

Шляхом аналiтичного та чисельного розв’язання цiєї системи рiвнянь ви-
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значенi обертальнi та трансляцiйнi властивостi наночастинок, серед яких

найбiльш важливими є наступнi.

Градiєнтне магнiтне поле створює силу, яка дiє на зваженi в рiди-

нi феромагнiтнi наночастинки, викликає їх поступальний рух в напрямку

градiєнта поля. На противагу, зовнiшнє однорiдне магнiтне поле не ство-

рює нiякої сили, i, тому, це поле не впливає безпосередньо на поступальний

рух цих частинок. Однак якщо на частинки впливають як градиентное,

так i однорiдне магнiтнi поля, останнє може впливати на їх транспортнi

властивостi. Причина полягає в тому, що сила, викликана градiєнтом ма-

гнiтного поля, залежить вiд напрямку намагнiченостi частинки. Отже, хоч

i не прямо, але змiнюючи напрямок намагнiчування, однорiдне магнiтне

поле (разом з градiєнтним магнiтним полем) може впливати на рух зваже-

них феромагнiтних наночастинок.

Для детального вивчення цього ефекту було застосовано мiнiмальний

набiр рiвнянь, що описує пов’язану поступальну та обертальну динамiку

зважених наночастинок пiд дiєю градiєнтних та однорiдних магнiтних по-

лiв. Шляхом аналiтичного та чисельного розв’язання цих рiвняннь було ви-

явлено що наночастинки виявляють складну динамiчну поведiнку. Зокре-

ма, встановлено, що в залежностi вiд початкового положення частинок

iснують чотири рiзнi режими спрямованого транспорту таких наночасти-

нок. А саме, швидкiсть частинок у цих режимах (I) з часом збiльшується,

а потiм насичується, (II) зменшується, а потiм збiльшується до значення

насиченого, (III) зменшується до нуля, а (IV) зменшується до нуля, змiнює

знак i знову насичується. Також було показано, що зовнiшнє однорiдне

магнiтне поле суттєво змiнює iнтервали значень початкових положень ча-

стинок, де реалiзуються цi режими. Виходячи з цих властивостей, було

запропонувано використовувати градiєнтнi та однорiднi магнiтнi поля для

керованого роздiлення зважених наночастинок. Є також пiдстави вважа-

ти, що спостережуванi властивостi спрямованого транспорту можуть бу-

ти корисними для таких бiомедичних застосувань, зокрема для технологiї

адресної доставки лiкарських засобiв та сепарацiї клiтинних культур [9,81].

Також аналiтично було вивчено поступальну, так i обертальну дина-

мiку зважених феромагнiтних наночастинок у нещiльнiй ферорiдинi, пiд
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дiєю градiєнтного магнiтного поля, яке змiнюється в часi. Запропонований

пiдхiд базується на основних припущеннях, що в основному рiвняння ру-

ху (6.1) нехтують iнерцiйними ефектами, у зовнiшнiй дiї (5.1) iгнорують

тепловi коливання, а в магнiтнiй динамiцi наночастинки вектор намагнi-

ченостi (5.2) вважається "вмороженим"в кристалiчну решiтку частинки. У

межах цих наближень, якi мають мiсце для вiдносно великих наночастинок

iз сильною одновiсною анiзотропiєю, було також виведено зв’язаний набiр

диференцiальних рiвнянь першого порядку, що описують поступальний та

обертальний рух таких частинок.

Використовуючи цi рiвняння, положення частинки, яке описує посту-

пальний рух частинки вздовж градiєнтного магнiтного поля було виражено

через кут, що утворює вектор намагнiченостi у процесi обертального руху.

Було продемонстровано, що цей вираз вiдiграє важливу роль для подаль-

шого теоретичного аналiзу динамiки наночастинок. Зокрема, використову-

ючи цей вираз, було показано, що розв’язок похiдного набору рiвнянь руху

завжди є перiодичним (з перiодом градiєнтного поля) оцiненi iнтервали для

кута намагнiчування. Крiм того, щоб отримати глибше розумiння динамiки

наночастинок, було розв’язано цей набiр рiвнянь для частинок, близьких

до початку вiдлiку координатної вiсi та для частинок, що вiддаленi вiд

нього значним чином. При цьому припускалося, що що характерна часто-

та коливань частинок мала. Виявилося, що коли поступальнi коливання

малi для всiх частинок, то обертальнi коливання малi лише для частинок,

близьких до початку координат.

У випадку, коли однорiдне магнiтне поле вiдсутнє, градiєнтне магнiтне

поле iндукує лише нерiвномiрне обертання наночастинок навколо їх поча-

ткової орiєнтацiї та поступальнi коливання наночастинок в околi їх рiвно-

важних положень. При цьому як нерiвномiрне обертання, так i поступальнi

коливання вiдбуваються з частотою градiєнтного поля. Для наночастинок,

що розташованi поблизу початку координат (де градiєнтне магнiтне по-

ле дорiвнює нулю), амплiтуда кута обертання прямує до нуля, тодi як на

далеких вiдстанях вiд нього кут обертання лежить в iнтервалi (0, π ).

Якщо однорiдне магнiтне поле має лише компоненту, паралельну до

напрямку градiєнтного поля, тодi кут намагнiченостi i координата кожної
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частинки прямують з часом до одного з двох стацiонарних станiв. В цих

станах намагнiченiсть направлена вздовж (проти) напрямку градiєнтного

поля, а наночастинки виконують однаковi поступальнi коливання з часто-

тою цього поля. Стацiонарнi стани встановлюються протягом деякого часу,

який сильно зменшується зi збiльшенням величини паралельної компонен-

ти однорiдного магнiтного поля.

Нарештi, найбiльш вагомим результатом роботи є передбачення ефе-

кту спрямованого транспорту або дрейфу зважених феромагнiтних нано-

частинок. Його суть полягає у тому, що при наявностi перпендикулярної

компоненти однорiного поля виникає додаткове змiщення наночастинок

протягом кожного перiоду градiєнтного поля, яке вiдбувається внаслiдок

динамiчного зв’язку мiж їх обертальними i поступальними рухами. При

цьому практично всi частинки дрейфують, вiддаляючись вiд початку ко-

ординат в протилежнi сторони. Основна характеристика дрейфового руху

наночастинок – середня швидкiсть дрейфу – визначена аналiтично як для

частинок поблизу початку координат, так i для частинок, що розташованi

на далеких вiдстанях вiд початку координат.

Одержанi у НДР результати, що стосуються енергетичних втрат в на-

ночастинках, а також виявлених особливостей їх руху в зовнiшнiх магнi-

тних полях, можуть бути корисними з точки зору практичного використан-

ня наноматерiалiв в бiомедицинi. Так, наприклад, транспортнi властивостi

наночастинок в градiєнтних i однорiдних магнiтних полях можуть бути ви-

користанi для сепарацiї клiтин та адресної доставки лiкiв. Оскiльки змiнне

у часi градiєнтне магнiтне поле призводить як до нагрiвання наночастинок,

так i до їх перемiщення, отриманi результати можуть бути корисними i в

гiпертермiї – перспективному методi лiкування ракових захворювань.

Чiтке розумiння поведiнки кожної частинки є ключем до ефективно-

го використання цих розроблених середовищ. Крiм того, це найнадiйнiший

спосiб значного покращення продуктивностi застосувань ферорiдин. По-

перше, очiкуванi результати мають значення для розробки та вдосконален-

ня технiки безпечної та добре керованої магнiтної гiпертермiї. Оскiльки цей

метод пов’язаний зi здоров’ям людини, питання ефективностi та безпеки

мають першочергове значення. Глибоке розумiння мiкроскопiчної поведiн-
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ки кожної магнiтної частинки та їх колективної поведiнки дозволяють нам

виконати всi необхiднi передбачення. У зв’язку з цим, основне значення

має нелiнiйна реакцiя ансамблiв частинок на зовнiшнi дiї та її чутливiсть

до внутрiшнiх параметрiв. Деякi ефекти можуть бути небажаними, i в на-

шому дослiдженнi будуть запропонованi заходи для їх запобiгання. Деякi з

них, навпаки, можуть мати практичне значення i бути успiшно використанi

в реальних технологiях. Наше дослiдження має на метi запропонувати, як

саме їх використовувати.

По-друге, очiкуванi результати кориснi для виробництва високопроду-

ктивних мiкрохвильових композитних поглиначiв. Такi матерiали можуть

стати основою для антирадарного покриття для безпiлотних лiтальних апа-

ратiв, броньованих машин, ракет для систем залпового вогню i тактичних

балiстичних ракет. Нелiнiйнi та колективнi ефекти слiд враховувати для їх

ефективного використання.
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